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朱 梧 醒 ”1933 年 11 月 生 于 江苏 宜兴 ，1955 年 7 月 毕业 于 东北 人 民 大 学 
( 现 吉林 大 学 ) 数学 系 ， 同 年 留 校 工作 .1957 年 被 错 划 为 右派 ，“ 文 化 大 革 
命 ” 中 又 以 莫须有 罪名 关 进 监狱 长 达 10 年 之 久 ，1978 年 年 底 平 反 出 狱 后 于 南 
京 大 学 数学 系 任教 .1980 年 任 讲师 ，1985 年 晋升 为 副教授 ，1988 年 晋升 为 教 
授 .1989 年 调 南京 航空 航天 大 学 计算 机 科学 与 技术 学 院 任教 . 

主要 从 事 数 学 基础 、 数 理 逻 辑 和 计算 机 科学 基础 理论 等 方面 的 研究 . 迄 
今 个 人 或 与 他 人 合作 发 表 论 文 200 余 篇 ， 出 版 教材 5 部 、 专 著 3 部 、 译 著 1 
部 .1983 年 以 来 ， 与 肖 唆 安 教授 长 期 合作 研究 ， 建 立 和 发 展 了 中 介 逻 辑 演算 和 中 介 公 理 集合 论 .从 事 
数学 无 穷 之 逻辑 基础 的 研究 始 于 1956 年 ， 记 今 已 逾 半 个 世纪 ， 建 立 了 潜 无 限 数 学 系统 ， 江 苏 省 计算 
机 科学 与 技术 50 周 年 ( 1958-2008 ) 的 相关 学 术 会 议 确认 潜 无 限 数学 系统 为 计算 机 科学 提供 了 更 为 
合理 的 理论 基础 . 

曾 任 南京 航空 航天 大 学 计算 机 科学 研究 所 所 长 、 教 授 、 博 士 生 导师 ， 直 到 2004 年 初 退休 . 曾 应 聘 
任 汕头 大 学 顾问 教授 ， 中 山大 学 、 大 连理 工大 学 、 西 南 交 通 大 学 等 高 校 兼职 教授 ， 南 京 大 学 计算 机 
软件 新 技术 国家 重点 实验 室 客 座 研 究 员 ， 中 国 科 学 院 自动 化 研究 所 人 工 智 能 开放 实验 室 学 术 委 员 . 曾 
任 中 国 计 算 机 学 会 多 值 远 辑 与 模糊 逻辑 专业 委员 会 主任 委员 ， 现 任 名 霍 主任 委员 .主持 并 完成 国家 
自然 科学 基金 、“863” 国 家 高 技术 项 目 、 国 家 基础 研究 攀登 计划 及 航空 航天 科学 基金 等 10 多 项 课 
题 .主要 荣誉 称号 有 航空 航天 部 劳动 模范 、 有 突出 贡献 专家 、 全 国 优秀 教师 等 .主要 的 信条 是 “战胜 困 
难 与 厄运 ， 唯 有 两 件 武 器 : 高 尚 的 目的 和 坚强 的 意志 .” 
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内 容 简 介 


本 书 是 一 部 研究 型 的 原创 著作 ,全 书 分 6 章 和 1 个 附录 . 第 1、2 两 章 讨论 经 典 
与 非 经 典 数 学 的 基础 问题 ,其 核心 主题 是 介绍 中 介 数 学 .第 3 章 严 格 定义 了 潜 无 
限 、 实 无 限 和 基础 无 限 ,并 研讨 了 无 穷 集合 的 相 容 性 问题 . 第 4 章 建立 了 潜 无 限 数 
学 系统 .第 5 章 讲述 如 何 改造 传统 造 集 观 念 . 第 6 章 和 附录 给 出 了 古今 数学 物理 危 
机 中 相关 一 流 问 题 的 解决 方案 . 

本 书 虽 为 学 术 专 著 , 但 也 可 作 高 等 院 校 数学 、 计 算 机 专业 的 研究 生 及 重点 院 校 
蔽 年 级 本 科 生 的 基础 理论 课程 教材 使 用 ,也 可 供 相关 专业 的 师 生 ,特别 是 逻辑 学 专 
业 的 师 生 研读 . 
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朱 梧 模 和 他 的 无 穷 书 帝 。 书 
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朱 梧 模 在 他 的 无 穷 书斋 中 查阅 资料 , 书 橱 上 方 的 书法 
是 中 国 陶 资 艺术 大 师 徐 安 碧 为 其 撰写 的 硕 尔 介 符 名 
言 :“ 没 有 任何 问题 能 像 无 限 那 样 ,从 来 就 深 深 地 触动 
着 人 们 的 情感 ,没有 任何 观念 能 像 无 限 那样 , 曾 如 此 下 
有 成 效 地 激励 着 人 们 的 理智 ,也 没有 任何 概念 能 像 无 
限 那 样 , 是 如 此 迫切 地 需要 了 予以 淤 清 。 


20 世纪 80 年 代 中 期 , 朱 梧 模 ( 右 ) 与 他 亲密 的 
朋友 兼 合 作者 肖 奚 安 教授 ( 左 ) 在 餐 果 上 畅谈 
中 介 思 维 模式 的 重要 学 术 意 义 , 并 构造 中 介 
逻辑 演算 与 中 介 公理 集合 论 的 战略 方案 。 
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2010 年 8 月 ,第 9 届 “ 乔 能 计算 ”国际 会 议 在 四 川 
峨眉 山 召 开 。 在 会 议 的 20 余 个 分 会 场 中 ,“ 中 介 
逻辑 与 智能 科学 基础 ”占有 第 6 和 第 16 两 个 分 会 
场 。 朱 格 模 在 第 6 分 会 场 做 了 题 为 中介 逻 辑 26 
年 ”的 主题 报告 。 


朱 柯 模 (2008 年 3 月 8 日 摄 于 南京 )。 


谨 以 此 书 纪念 我 的 父亲 和 母亲 ， 
他 们 为 了 我 长 大 成 人 干 羊 万 再 ， 
特别 是 为 我 长 达 二 十 余年 的 不 入 
遭难 ,在 心灵 上 倍 受 创伤 ,并 在 精 
神 上 付出 了 沉重 的 代价 . 
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本 书 内容 的 主题 是 讨论 包括 中 介 系 统 与 数学 无 穷 在 内 的 数学 基础 问题 .“ 数 学 
基础 "是 20 世纪 上 半 叶 所 诞生 的 一 个 数学 分 支 学 科 , 该 学 科 专 门 研 究 如 何 为 古今 
种 种 数学 系统 英 定 其 理论 基础 的 问题 ,或 者 说 如 何 为 种 种 数学 系统 莫 定 其 逻辑 基 
础 的 问题 . 20 世纪 30 年 代 以 后 的 相当 一 段 时 间 内 ,形成 了 数学 基础 热 . 随 着 时 间 
的 推移 ,数学 基础 热 逐 渐 降 温 直至 低潮 . 然而 不 要 忘记 ,数学 基础 这 一 分 支 学 科 自 
从 诞生 之 日 起 ,就 必定 成 为 数学 之 存在 和 发 展 中 的 一 个 永恒 的 研究 课题 . 

本 书 共 6 章 . 前 两 章 讨论 经 典 与 非 经 典 数学 的 理论 基础 问题 . 其 中 第 1 章 研 讨 
精确 性 经 典 数 学 的 理论 基础 问题 . 其 中 包括 :(1) 如 何在 现代 意义 下 正确 理解 逻辑 
数学 那 论 这 个 概念 的 内 涵 ;(2) 数 学 的 三 次 危机 ;(3) 古 典 集合 论 的 思想 方法 ;(4) 如 
何 导致 近代 公理 集合 论 的 建立 和 发 展 . 第 1 章 所 论 内 容 可 视 为 本 书 的 一 个 导 引 , 实 
为 切 人 本 书 核心 主题 的 一 个 简要 历史 回顾 . 第 2 章 研 讨 非 经 典 数 学 主要 是 模糊 数 
学 的 理论 基础 问题 . 自从 20 世纪 60 年 代 , 由 Zadeh 创始 而 发 展 起 来 的 模糊 数学 ， 
面临 着 如 何 奠 定 其 理论 基础 的 问题 ,其 中 除了 讨论 奠基 方案 之 一 的 ZB 公理 集合 论 
系统 之 外 ,主要 研讨 中 介 数 学 系统 如 何 为 精确 性 经 典 数学 和 不 确定 性 非 经 典 数学 
提供 一 个 共同 的 理论 基础 ,以 及 如 何在 数学 基础 理论 意义 下 完成 数学 人 研究 对 象 从 
精确 性 量 性 对 象 到 不 确定 性 量 性 对 象 的 再 扩充 . 中 介 数 学 系统 MM 是 指 在 中 介 原 
则 之 下 ,以 中 介 逻 辑 演 算 ML 为 推理 工具 的 中 介 公 理 集合 论 系统 MS. ML&.MS 是 
由 本 人 和 肖 奚 安 教授 长 期 合作 研究 共同 创建 和 发 展 起 来 的 . 中 介 数 学 系统 不 仅 是 
本 书 所 要 重点 论述 的 内 容 之 一 ,而 且 还 要 应 用 和 渗透 到 本 书 相关 内 容 的 研讨 中 ( 详 
见 3.4.2 节 .5.1.2 节 .5.2.2 节 .5.2.3 节 .6.1 一 6.9 节 ). 有 关中 介 数 学 系统 的 第 
一 篇 文章 5 于 1984 年 发 表 , 迄今 已 28 个 年 头 了 . 28 年 来 中 介 系 统 已 有 长 足 的 发 
展 ,先后 出 现 了 有 如 中 介 代 数 、 中 介 模 型 论 和 中 介 不 完全 信息 系统 等 11 个 研究 方 
向 ( 详 见 2. 5). 近年 来 , 洪 龙 教授 将 中 介 真 值 程度 词 进行 了 数值 化 ,由 此 开辟 了 中 
介 数 学 系统 在 工程 科学 方面 的 应 用 前 景 ,并 在 图 像 处 理 、 计 算 机 网 络 等 方面 取得 了 
令 人 满意 的 应 用 效果 ,其 中 用 于 图 像 滤 波 的 效果 明显 优 于 模糊 数学 方法 和 其 他 方 
法 1. 有 关中 介 数 学 系统 的 建立 和 发 展 至 今 的 其 他 方面 的 部 分 文献 见 [16j 一 
[87j. 另 一 方面 ,有 关中 介 数 学 系统 的 众多 辞 条 ( 计 54 条 ) 被 收录 在 一 些 大 型 工具 
书 中 , 详 见 | 88] 一 L91j. 

在 此 还 应 指出 ,本 书 内 容 的 核心 主题 是 数学 无 穷 的 逻辑 基础 , 即 后 4 章 . 其 中 


第 3 章 讨论 各 种 可 数 无 穷 集合 与 不 可 数 无 穷 集 合 概念 的 相 容 性 问题 ,而 第 4 章 主 
要 介绍 潜 无 限 数学 系统 的 逻辑 基础 与 集合 论 基础 . 第 5 章 讨 论 :(1) 建 立 中 介 实 无 
限 数 学 系统 MAIMS 的 重要 性 和 必要 性 ; (2) 建 立 MAIMS 的 思想 原则 与 方案 ; (3) 
中 介 实 无 限 刚性 集合 的 内 涵 与 结构 . 第 6 章 主 要 讨论 中 介 与 二 值 两 种 思维 模式 下 
的 不 可 缺失 性 . 其 一 是 针对 数学 .物理 危机 中 所 提出 之 用 以 解决 危机 的 概念 进行 分 
析 全 究 , 例 如 第 一 次 数学 危机 中 Pythagoras 的 “单子 ”物理 危机 中 W. Heisenberg 
的 “ 普 衣 长 度 ”, 以 及 第 二 次 数学 危机 中 Newton 的 “无 穷 小 量 ” 等 ,这些 概念 在 二 值 
逻辑 框架 内 是 无 法 解读 的 ,但 在 中 介 人 逻辑 系统 中 , 却 可 给 出 科学 而 合理 的 解读 . 其 
二 如 最 古老 的 Zeno 悖 论 ,在 二 值 逻 辑 框架 内 一 直 无 法 解决 ,但 在 中 介 逻 辑 系统 中 
却 给 出 了 膛 辑 数学 解释 方法 ,由 此 说 明 中 介 与 二 值 两 种 思维 模式 都 是 不 可 缺失 的 ， 
因为 精确 性 与 模糊 性 都 客观 存在 ,所 以 在 人 类 智慧 的 历史 进程 中 ,二 值 与 中 介 两 种 
思维 方式 理应 同步 发 展 才 是 最 理想 的 模式 ,可 惜 历史 与 现实 并 非 如 此 . 
在 这 里 ,请 允许 我 用 科普 语言 ,从 历史 的 角度 向 读者 描绘 一 下 本 书后 4 章 内 容 
的 济源 和 究竟 做 了 一 件 什么 样 的 事情 ,借以 引起 大 家 的 兴趣 . 
大 家 知道 ,19 扯 纪 Cantor 创建 了 古典 集合 论 , 从 而 为 整个 经 典 数学 提供 了 一 
个 共同 的 理论 基础 ,就 像 为 整个 数学 大 厦 奠定 了 墙 基 . 然而 , 人 们 很 快 发 现 古典 集 
合 论 中 出 现 了 各 种 自 相 矛盾 的 东西 ,人 们 称 之 日 悖 论 . 就 像 在 数学 大 厦 的 墙 基 上 发 
现 了 这 样 那样 的 裂缝 . 后 经 许多 数学 家 的 共同 努力 ,在 改造 古典 集合 论 的 基础 上 ， 
建立 了 近代 公理 集合 论 ,使 得 在 古典 集合 论 中 所 出 现 之 种 种 悖 论 都 不 在 近代 公理 
合 论 中 出 现 . 这 就 是 说 ,那些 在 数学 大 厦 墙 基 上 所 出 现 的 裂 颖 已 被 全 部 修补 完 
整 . 亦 即 整个 数学 大 厦 有 了 一 个 无 裂缝 的 相对 牢固 的 墙 基 ,但 也 未 能 从 理论 上 证 明 
这 个 当前 无 裂缝 的 墙 基 今后 永远 不 会 出 现 新 的 裂缝 . 这 就 是 说 ,虽然 在 近代 公理 集 
合 论 中 能 避免 历史 上 已 经 出 现 的 悖 论 ,但 却 又 无 法 证 明 今 后 一 定 不 会 有 新 的 悖 论 
在 其 中 出 现 . 近代 公理 集合 论 有 几 种 版 本 ,其 中 显得 较为 自然 而 被 广泛 使 用 的 一 种 
版 本 叫做 ZFC 系统 ,该 系统 由 Zermelo 于 1908 年 首先 提出 ,后 经 Fraenkel 等 加 以 
改进 而 建成 . 本 书 第 3 章 中 对 数学 无 穷 之 逻辑 基础 进行 研究 ,也 没有 发 现 数学 大 厦 
墙 基 上 有 某 种 新 的 裂缝 出 现 , 但 却 出 乎 意料 地 发 现 了 墙 基 内 部 产生 了 隐 性 的 裂痕 . 
就 像 一 个 人 ,从 外 表 看 似乎 很 健康 ,没有 任何 疾病 的 症状 ,但 在 CT 或 核磁 共振 的 
检测 下 , 却 发 现 其 体内 某 些 部 位 发 生 了 病变 ,例如 有 某 种 肿瘤 之 类 的 病灶 . 那么 数 
学 无 穷 之 轩 辑 基础 的 研究 又 是 以 怎样 的 方法 或 手段 发 现 墙 基 内 部 存在 隐 人 性 裂痕 的 
呢 ? 这 种 相当 于 CT 或 核磁 共振 的 检测 方法 是 :兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方法 和 潜 
无 限 与 实 无 限 在 ZFC 系统 内 外 都 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 ,以 及 它们 满足 排 中 律 这 
一 重要 前 提 与 事实 . 读者 将 会 在 本 书 3. 3 节 和 3. 4 节 中 看 到 ,所 说 的 分 析 方 法 和 事 
实 为 近 现 代数 学 本 身 所 固有 . 只 是 人 们 未 加 挖掘 , 当然 更 不 会 以 此 作为 考察 基础 问 
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题 的 手段 . 以 上 就 是 第 3 章 内 容 的 一 个 科普 性 的 描绘 . 

然而 数学 大 厦 墙 基 内 部 发 生 了 隐 性 裂痕 一 事 , 却 迫使 我 们 直接 面 对 且 吸 待 解 
决 两 个 问题 :其 一 是 如 何 为 近 现 代数 学 与 计算 机 科学 重新 选择 一 个 新 的 没有 隐 性 
裂痕 的 理论 基础 ;其 二 是 在 什么 解读 方式 下 能 全 面 保存 近 现代 数学 与 计算 机 科学 
理论 的 所 有 研究 成 果 . 我 们 为 此 而 在 本 书 第 4 章 中 建立 了 潜 无 限 数 学 系统 ,借以 直 
接 面 对 和 解决 所 说 的 两 个 吸 待 解决 的 问题 . 

在 此 顺便 指出 :江苏 省 计算 机 科学 与 技术 50 周年 (1958 一 2008) 相 关 学 术 会 议 
认定 上 文 所 说 之 “ 洪 无 限 数学 系统 ”( 详 见 参考 文献 L127]、L138]、[L1391、|140j、 
[141]) 为 计算 机 科学 提供 了 更 为 合理 的 理论 基础 ,相关 具体 内 容 如 下 所 示 : 

江苏 省 计算 机 科学 技术 工作 後 始 于 1956 年 , 半 个 世纪 后 ,江苏 省 科学 技术 协 
会 组 织 相关 专家 总 结 评估 了 省 内 计算 机 科学 技术 工作 50 年 来 的 主要 工作 ,并 于 
2008 年 11 月 召开 第 二 届 江 苏 省 青年 科学 家 大 会 . 在 计算 机 科学 技术 分 论坛 ,由 著 
名 计算 机 科学 家 徐 家 福 教授 作 大 会 主题 报告 ,报告 题目 是 “江苏 省 计算 机 科学 与 技 
术 发 展 50 年 >, 内 容 分 历程 .工作 .特点 及 展望 四 部 分 . 其 中 有 关 成 就 与 工作 部 分 : 
(1) 计 算 机 科学 理论 ; 2) 计算机 软件 ; (3) 应 用 技术 ; (4) 计 算 机 网 络 ;(5) 计 算 机 产 
业 . 其 中 计算 机 科学 理论 有 4 项 工作 ,第 1 项 讲 的 就 是 “无 穷 观 ”并 明确 指出 :“ 无 
穷 ” 这 一 概念 是 数学 的 基础 ,也 是 计算 机 科学 的 基础 . 长 期 以 来 ,南京 航空 航天 大 学 
研究 了 两 种 不 同 的 无 穷 观 , 即 “ 洪 无 穷 ”与 “ 实 无 穷 ”, 建 立 了 潜 无 穷 数 学 系统 ,这 是 
一 种 以 修正 了 的 二 值 逻辑 演算 为 推理 工具 的 潜 无 穷 弹 性 集合 的 公理 集合 论 . 与 直 
觉 主义 数学 和 近代 公理 集合 论 相 比 , 它 既 保持 能 行 性 与 潜 无 穷 的 完全 一 致 性 ,又 未 
舍弃 任何 合理 内 容 , 从 而 能 为 计算 机 科学 提供 更 为 合理 的 理论 基础 . 

在 下 文中 ,将 言及 本 人 有 兴趣 于 思考 和 研究 数学 无 穷 之 逻辑 基础 的 起 因 与 过 
程 . 1954 一 1955 年 间 , 本 人 与 同窗 好 友 陈 祥 硕 在 著名 哲学 家 刘 丹 岩 教 授 的 指导 下 ， 
深入 研读 《 Hegel 的 小 逻辑 沁 . 其 中 Hegel 关于 积极 无 限 与 消极 无 限 的 深刻 论述 ， 
引起 了 我 的 极 大 兴趣 . 我 由 此 而 结合 数学 基础 问题 进行 思考 和 研究 ,1956 年 ,与 数 
学 老师 徐 利 治 教授 合作 发 表 了 《 超 穷 过 程 论 中 的 两 个 基本 原理 与 Hegel 的 消极 无 
限 批判 > 一 文中 ,这 也 是 本 人 有 关 数 学 无 穷 研究 的 第 一 篇 文章 . 1957 年 又 有 4 篇 与 
数学 无 穷 相关 的 研究 文章 公开 发 表 或 在 科学 讨论 会 上 报告 并 收入 文集 319. 然 
而 不 幸 的 是 本 人 于 20 世纪 50 年 代 中 期 被 错 划 为 右派 ,并 被 定性 为 极 右 分 子 . 尽管 
如 此 ,本 人 也 没有 放弃 数学 无 穷 之 逻辑 基础 的 学 习 、. 思 考 与 研究 . 1959 一 1961 年 
间 , 我 阅读 和 学 习 了 恩格斯 的 《 反 杜 林 论 》, 其 中 有 恩格斯 语 ( 后 知 该 语 已 被 誉 为 思 
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格 斯 名 言 ):“ 无 限 纯粹 是 由 有 限 组 成 的 ,这 本 身 就 已 经 是 矛盾 ,可 是 事情 就 是 这 
样 . > 本 人 是 为 研究 数学 而 学 习 哲学 的 ,在 此 学 习 背 景 下 ,我 很 快 就 想 出 了 恩格斯 
名 言 的 一 个 数学 模型 ,这 就 是 恰 由 全 体 自然 数 构成 的 集合 : 
N= 二 {x|n(z)) n(x) 二 uz 为 自然 数 ”) 
一 和 A. {1 ,2,3,. ,7 }. 

N( 或 四) 是 一 个 无 穷 集合 ,因而 是 一 个 无 限 性 对 象 ,然而 这 个 无 限 性 对 象 却 纯 
粹 是 由 有 限 序数 ( 即 Ynmn€E Nn 二 w) 组 成 的 . 从 而 由 上 述 恩 格 斯 名 言 可 以 直接 断 
言 N( 或 力 是 一 个 自 相 了 矛盾 的 错误 概念 . 然而 必须 拿 出 一 个 严格 的 逻辑 数学 证 明 
来 ,否则 将 是 无 稽 之 谈 . 直觉 地 感到 ,就 序列 而 言 :着 眼 于 序数 , 它 永 远 是 进行 式 ， 
因而 是 潜 无 限 ; 又 着 眼 于 基数 , 它 是 肯定 完成 式 ,必须 是 实 无 限 . 为 之 ,必须 彻底 弄 
明白 两 种 无 穷 观 的 区 别 和 联系 . 这 也 进一步 激发 了 我 思考 与 研究 数学 无 穷 之 逻辑 
基础 的 热情 与 志趣 . 直到 1978 年 , 随 着 中 国 进入 改革 开放 时 代 , 我 终于 在 1978 年 
底 彻底 平反 ,并 于 1979 年 1 月 被 重新 录用 于 南京 大 学 数学 系 任教 ,同时 也 重新 获 
得 了 发 表 论 文 与 出 版 著作 的 权利 . 为 之 本 人 在 长 期 思考 数学 无 穷 的 基础 上 ,日 
1979 年 起 发 表 了 与 数学 无 穷 密切 相关 的 一 系列 文章 并 出 版 了 与 数学 无 穷 之 逻辑 
基础 相关 的 著作 和 译 著 [97] 一 L114]. 例如 《 洪 尾 数论 导 引 一文 实际 上 就 是 对 
自然 数 系统 矛 盾 性 的 探索 与 研究 ,又 例如 在 《几何 基础 与 数学 基础 > 一 书 "” 中 ,第 
8 章 讨 论 了 “数学 无 穷 与 哲学 无 穷 ”, 第 9 章 讨论 了 “ 非 Cantor 自然 数 序列 结构 及 其 
在 悖 论 分 析 中 的 应 用 ”, 该 章 核心 内 容 讨论 “引申 了 的 Zeno 悖 论 与 Engels 关于 有 
限 生 成 无 限 的 矛盾 论 ” 其 核心 思想 就 是 对 自然 数 系统 之 矛盾 性 进行 进一步 的 探索 
和 分 析 . 当然 ,在 此 只 能 列举 一 二 ,不 可 能 也 没有 必要 在 此 一 一 列举 L97j 一 L114j 的 
所 有 主题 内 容 . 有 兴趣 的 读者 可 查阅 [97j 一 [114] 中 与 数学 无 穷 相 关 的 内 容 . 

往 后 的 相当 一 段 时 期 ,虽然 还 在 不 断 思 考 无 穷 观 问题 ,但 由 于 集中 精力 思考 和 
研究 中 介 数 学 系统 0 5 ,以 及 忙碌 不 堪 的 学 术 活 动 与 学 术 事 务工 作 , 因而 对 数学 
无 穷 的 深入 研究 有 所 搁置 . 一 直 断 断 续 续 地 在 思考 这 一 主题 ,但 也 从 来 没有 放弃 过 
数学 无 穷 的 学 习 与 思考 . 直到 2000 年 才 下 决心 专注 研究 数学 无 穷 的 逻辑 基础 ,并 
组 织 数 学 无 穷 之 逻辑 基础 的 讨论 班 ,先后 有 不 少 同行 学 者 介入 到 讨论 班 中 来 ,其 中 
也 有 若干 科研 单位 的 计算 机 科学 的 研究 人 员 ,然而 真正 能 耐心 地 长 期 坚持 此 项 人 研 
究 工 作 的 人 毕竟 很 少 . 最 后 只 剩 下 我 的 两 个 博士 生 坚 持 与 我 切磋 推敲 一 些 细节 ,这 
两 个 学 生 是 南京 大 学 现代 逻辑 与 逻辑 应 用 研究 所 的 杜 国平 教授 和 南京 工业 大 学 信 
息 科 学 与 工程 学 院 的 宫 字 生 教授 . 他 们 承担 了 全 部 后 勤 工 作 ,并 由 此 而 成 为 相关 研 
究 论 文 的 合作 者 . 最 近 9 年 ,我 们 有 关 数 学 无 穷 之 逻辑 基础 的 研究 ,又 在 国内 外 发 
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表 了 一 批 论 文 和 专著 [5 一 [144] ,5202] 一 [204].[206J 一 [211] . 

其 实 历史 地 说 ,我 们 也 在 先 师 们 的 直觉 判断 中 受到 启发 和 教诲 . 

例如 , 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 指 出 过 :“ 所 有 整数 的 个 数 这 一 提 法 自 相 矛盾 ,应 该 抛 
弃 . ”和 又 例如 ,自从 古典 集合 论 出 现 悖 论 以 后 , 豪 斯 多 夫 (Hausdorff) 就 曾 不 胜 感 
慨 并 直截了当 地 提醒 大 家 说 :“ 这 一 悖 论 使 人 不 安 , 倒 不 在 于 产生 矛盾 ,而 是 我 们 没 
有 预料 到 会 有 矛盾 :一 切 基 数 所 组 成 的 集 ,显得 是 如 此 先 验 地 无 可 置疑 . 正如 一 切 
目 然 数 所 组 成 的 集 一 样 地 自然 可 信 , 由 此 就 产生 了 如 下 的 不 确定 性 , 即 会 不 会 连 别 
的 无 限 集 , 亦 即 一 切 无 限 集 ,都 是 这 种 带 有 矛盾 的 似是而非 的 非 集 . ”46- De 

再 例如 鲁 宾 逊 (Robinson) 于 1964 年 在 “逻辑 学 .方法论 和 科学 哲学 国际 会 议 ” 
上 作 大 会 报告 时 所 发 表 的 见解 :“ 关 于 数学 基础 ,我 的 立场 (见解 ) 是 基于 如 下 的 两 
个 主要 原则 (或 观 点 ):(1) 无 穷 集合 按 任何 词义 来 说 都 不 存在 (无 论 在 实际 上 或 理 

论 上 都 不 存在 ) ,更 精确 地 说 ,关于 无 穷 集合 的 任何 陈述 或 大 意 陈 述 在 字面 上 简直 

都 是 无 意义 的 ;(2) 但 是 我 们 还 是 应 该 如 通常 那样 去 从 事 数学 活动 ， 就 是 说 当 我 们 
做 起 来 的 时 候 , 还 是 应 该 把 无 穷 集合 当做 似乎 是 真实 存在 的 那样 . ”5%] 

MoresKline 说 :“ 有 一 句 古 老 的 忠告 说 :当心 您 的 朋友 ,您 的 敌人 自 会 留意 . 在 
科学 活动 中 , 这 句 话 的 意思 就 是 : 怀疑 明显 的 东西 ,这 样 您 将 能 清除 科学 真理 中 那 
些 含混 不 清 的 内 容 . 任何 能 对 明显 的 东西 进行 挑战 的 人 ,必定 是 十 分 勇敢 的 英雄 ， 
因为 人 们 会 认为 这 种 挑战 是 疯狂 的 行为 . ”0 

由 于 自然 数 集合 和 无 穷 集 合 不 仅 是 十 分 明显 的 东西 ,甚至 可 以 说 是 众所周知 
的 常识 性 的 东西 . 但 在 这 里 ,我 们 应 该 坚信 Leibniz、 豪 斯 多 夫 和 Robinson 都 是 十 
分 嚼 敢 的 英雄 ,而 绝 不 是 什么 疯子 . 他 们 都 有 很 高 的 数学 修养 ， 又 都 是 历史 上 作出 
过 重大 贡献 的 大 师 级 的 数学 家 和 逻辑 学 家 . 因此 ， 我 们 有 理由 相信 他 们 如 上 的 断言 
绝 不 是 不 负责 任 的 胡言 乱 语 , 而 是 一 种 直接 领 悟 事物 本 质 的 直觉 判断 . 至 于 上 述 
Robinson 之 (2) ,可 能 是 暂时 性 的 一 种 权宜 之 计 . 

由 本 书 3. 1 市 可 知 , 无 穷 观 问题 的 研究 和 争论 不 仅 由 来 久远 ,而 且 广 泛 涉 及 数 
学 .计算 机 科学 .逻辑 学 和 哲学 等 众多 领域 . 有 一 种 观点 认为 数学 是 关于 无 穷 的 科 
学 ,事实 上 ,如 果 没 有 无 穷 的 概念 ,我 们 很 难看 出 数学 如 何 存在 . © 

半 个 多 世纪 以 来 ,本 人 之 主要 研究 兴趣 ,一 直 是 数学 基础 与 计算 机 科学 之 逻辑 
基础 的 相关 领域 ,并 愿 终身 为 此 而 努力 工作 . 20 世纪 80 年 代 后 ,我 有 三 位 君子 之 
交 淡 如 水 的 老 友 , 他 们 在 我 为 事业 而 奋斗 的 历程 中 ， 始终 如 一 地 支持 和 鼓励 我 ,使 
我 意志 坚定 ,勇于 排除 任何 功利 思潮 的 干扰 ,克服 和 越过 种 种 难关 , 并且 永 不 迷失 
方向 . 让 我 借 此 机 会 向 我 的 三 位 老 友 表 示 衷 心 感谢 . 他 们 是 ; (1) 著 名 机 械 电 子 工程 


DFEli. Maor, 无穷 之 旅 一 -关于 无 穷 大 的 文化 史 , 王 前 等 译 . 上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2000， 


专家 朱 剑 基教 授 , 他 酷爱 数学 , 通 谈 《 古 今 数 学 思想 》 精通 模糊 数学 ,又 是 将 模糊 数 
学 应 用 于 多 变量 生产 过 程控 制 的 第 一 人 ; (2) 著 名 计算 机 科学 家 与 逻辑 学 家 、 中 国 
科学 院 院 士 李 未 教授 ,他 在 形式 系统 序列 与 极限 理论 .程序 设计 理论 及 方法 .计算 
机 体系 结构 、 网 络 计 算 等 方面 做 出 了 杰出 贡献 ,他 是 开放 人 逻辑 的 创始 人 ;(3) 著 名 信 
息 科 学 家 与 逻辑 学 家 徐 扬 教授 ,他 不 仅 将 代数 格 与 蕴涵 代数 相 结 合 建 立 了 格 冀 涵 
代数 ,而 且 是 基于 格 列 涵 代 数 的 格 值 逻 辑 系统 的 创始 人 . 

最 后 ,我 还 要 辐 著 名 的 计算 机 科学 家 徐 家 福 先生 .著名 数学 家 和 逻辑 学 家 王 世 
强 先 生 和 我 的 大 学 同学 董 辑 美 院士 致 以 衷心 感谢 . 他 们 对 我 从 事 中 介 逻 辑 与 数学 
无 穷 之 逻辑 基础 这 两 项 研究 工作 ,始终 如 一 地 给 予 关 切 和 支持 ， 

本 书 是 在 我 2008 年 3 月 在 大 连理 工 出 版 社 出 版 的 《数学 机 
础 》 基 础 上 ,经 过 删节 改写 和 增补 而 成 稿 的 . 自 2008 年 3 月 起 ,关于 数学 无 穷 之 
辑 研究 又 获 一 系列 新 结果 ,其 中 最 核心 的 结果 是 : 人 我 们 从 清 元 限 CCD 与 实 无 限 
(aci) 中 分 离 出 来 第 三 种 无 限 , 即 基础 无 限 (el);(2)poi 与 aci 在 ZFC 系统 内 外 ,都 
是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (A ,一 人 A) ,并 满足 排 中 律 FpoiV aci; (3) 在 连续 性 数学 中 ， 
变量 x 无 限 趋向 其 极限 z。 的 poi 方式 与 aci 方 式 ,同样 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 ,并 
满足 排 中 律 Fzf+zo Az 王 zoVZz+zoAzTZzo. 

在 这 里 ,我 要 回 大 连理 工大 学 出 版 社 的 刘 新 彦 主任 和 梁 锋 副 主 任 , 以 及 科学 出 
版 社 数理 分 社 的 责任 编辑 表示 衷心 感谢 ! 他 们 为 了 《数学 与 无 穷 观 的 多 辑 基础 y 和 和 
《数学 无 穷 与 中 介 的 逻辑 基础 的 出 版 ,付出 了 辛勤 的 劳动 并 给 予 了 诚挚 的 帮助 . 

最 后 还 应 指出 ,限于 个 人 水 平 , 玻 漏 和 不 足 之 处 在 所 难免 , 敬 请 读者 和 同行 专 
家 批评 赐教 ,不 胜 感谢 , 余 不 一 一 . 


朱 格 模 
2011 年 10 月 于 南京 江宁 揽 雄 苑 小 区 寓所 


> 人 >， i 


特殊 符号 的 名 称 及 其 解读 方式 


(了 荆 ) 数 学 无 穷 的 逻辑 基础 
(1)" 人 ”的 名 称 是 “开放 进行 词 ”， 解释 并 读 为 :进行 式 二 a golng， 每 一 df 


, 枚 举 =yenu ”，, 无 限 趋 近 于 ==aina ,无 止境 地 
一 dkne . 
(2)“T” 的 名 称 是 “ 正 完成 词 ”, 解 释 并 读 为 :肯定 完成 式 二 a gone, 所 有 一 x V 
, 穷 举 三 arexh ,达到 二 grrea . 
(3)“ 和 下 ?的 名 称 是 “ 反 完 成 词 >, 解 释 并 读 为 :否定 完成 式 一 ar "gone 一 广 golng， 
否定 所 有 二 x 一 VY ,否定 穷 举 二 a 一 exh ,永远 达 不 到 
一 dmrea . 


(4)“E” 的 名 称 是 “二 元 谓词 ”, 解 释 并 读 为 : “属于. 
(5)“E> 的 名 称 是 “二 元 谓词 ”, 解 释 并 读 为 , “包容 于 ” 
(6)“Qe” 的 名 称 是 “背景 词 ” ,解释 并 读 为 :“ 有 穷 背 景 世界 ”. 
(7)“Qe” 的 名 称 是 “背景 词 ” ,解释 并 读 为 :“ 潜 无 限 背 景 世界 ”. 
(8)“Qa” 的 名 称 是 “背景 词 ”, 解 释 并 读 为 :“ 实 无 限 背 景 志 界 ”. 
(9)“E” 的 名 称 是 “ 枚 举 量词 ”, 解 释 并 读 为 :“ 每 一 ”或 < 任 一 ”, 不 允许 解读 为 所 有 ”. 
(10)“Y ”的 名 称 是 “全 称 量词 ”, 解 释 并 读 为 :“ 所 有 ”, 不 允许 解读 为 "每 一 "或 任 一 
(11)“FRig(x)” 的 名 称 是 “集合 词 ” ,解释 并 读 为 : “xz 是 有 穷 刚性 集合 ”. 
(12)“PSpr(x')” 的 名 称 是 “集合 词 ” ,解释 并 读 为 :“x 是 潜 无 限 弹性 集合 ”. 
( 工 ) 中 介 远 辑 演算 与 中 介 公 理 集合 论 
(1)“ 一 ”的 名 称 是 “模糊 否定 词 ” ,解释 并 读 为 :“ 部 分 地 ”. 
(2)“==? 的 名 称 是 “对 立 否 定 词 ,解释 并 读 为 : “对立 于 ”. 
(3)“<” 的 名 称 是 “ 真 值 程度 词 ”, 解 释 并 读 为 :“ 真 值 程度 弱 于 ”或 < 真 值 程度 不 强 于 ”. 
(4)“><” 的 名 称 是 “等 值 词 ”, 解 释 并 读 为 :“ 真 值 程度 等 度 于 ”. 
(5)“ 心 ”的 名 称 是 “模糊 清晰 词 ” ,解释 并 读 为 :模糊 加 圈 ”. 
(6)“_A” 的 名 称 是 “常规 清晰 词 ” ,解释 并 读 为 : “常规 加 图 ”. 
(7)“ 的 名 称 是 “对 立 清晰 词 ” ,解释 并 读 为 ;对立 加 图 ” 
(8)“=>” 的 名 称 是 “ 素 朴 蕴 涵 词 ”, 解 释 并 读 为 : “普通 闪 涵 ”. 
(9)“eO” 的 名 称 是 “ 素 朴 等 值 词 ” ,解释 并 读 为 :“ 普 通 当 且 仪 当 ”. 
(10)“ 二 ”的 名 称 是 “等 词 ” ,解释 并 读 为 : “等 同 于 ”. 
(11)“€E” 的 名 称 是 “二 元 常 谓词 ”, 解 释 并 读 为 :“ 属 于 ”. 
(12)“DW* 的 名 称 是 “一 元 常 谓词 ” ,解释 并 读 为 “小 ”. 


序 
特殊 符号 的 名 称 及 其 解读 方式 
第 1 章 ”精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 …… 1 
1.1 古典 集合 论 的 诞生 及 其 思想 方法 pp 1 
1.2 何谓 悖 论 Ne 9 
1.3 ”数学 危机 15 
1.4 ”近代 公理 集合 论 对 悖 论 的 解决 方案 2] 
第 2 章 关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 cee. 28 
2.1 模糊 性 与 模糊 数学 pp 28 
2.2 黄 基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 模糊 数学 pp 32 
2.2.1 模糊 拓扑 pv, 35 
2.2.2 ”模糊 代数 37 
2.3 ZB 公理 集合 论 系 统 pp 38 
2.4 ”中 介 数 学 系统 48 
2. 4. 1 两 种 谓词 的 划分 与 定义 ee 49 
2. 4. 2 集合 的 运算 .pp 51 
2 4.3 谓词 与 集合 oo 53 
2.414 小 集 与 巨 集 ee 上 【和 56 
2.4.5 MS 与 ZFC 之 间 的 美 系 呈 ee 58 
2. 4.6 ”人 妇 辑 数学 悖 论 在 MS 中 的 解释 方法 cc 61 
2.5 从 计算 机 科学 与 数学 研究 的 角度 看 中 介 系 统 的 发 展 …………………… 63 
2. 5.1 中 介 系 统 日 前 的 发 展 概况 ee 63 
2.5. 2 中 介 系 统 的 哲学 背景 oo 64 
2 5 3 中 介 系 统 的 思想 原则 oo 65 
2. 5.4 ”数学 研究 对 象 的 再 扩充 66 
2. 5.5 概括 原则 的 修改 问题 68 
2. 5.6 经 典 数学 系统 和 中 介 数学 系统 之 间 的 关系 .ppp 69 
2.5.7 中 介 系 统 在 计算 机 科学 中 的 应 用 前 景 pp 70 
第 3 章 数学 无 穷 与 数学 基础 pp 72 
3. 1 无穷 观 问题 的 简要 历史 回顾 .ppp 79 


3. 1. 1 两 种 无 穷 观 的 萌 基 ppp 79 


3.1.2 两 种 无 穷 观 的 确立 72 
3. 1. 3 ”Zeno 悖 论 与 无 穷 观 问题 的 关系 及 其 引起 的 思考 pe 73 
3. 1. 4 无 穷 观 问题 从 文艺 复兴 到 微 积 分 时 代 的 演 恋 .pp 74 
3. 1.5 数学 基础 诸 流派 在 无 穷 观 问题 上 的 争论 74 
3.1.6， 无穷 观 问题 之 困惑 和 迷 荡 pp 76 
3.2 ”两 种 无 穷 观 的 区 别 和 联系 PR 77 
3.2.1 何谓 实 无 限 与 湾 无 限 77 
3.2.2 港 无 限 与 实 无 限 之 间 的 对 立 关 系 sr 84 
3. 2. 3 第 三 种 无 限 一 一 基础 无 限 pp 86 
3. 3 数学 系统 对 两 种 无 穷 观 的 兼容 性 Ne 89 
3.4” 近 现代 数学 系统 中 的 一 对 互相 矛盾 的 隐 性 思想 规定 和 pe 91 
3.4.1 隐 性 思想 规定 之 一 91 
3.4.2 ” 隐 性 思想 规定 之 生 ee 94 
3. 4. 3 ”两 点 注 记 和 ee 95 
3.5 Cantor-Zermelo 意义 下 的 无 穷 集合 概念 的 自 相 逆 盾 性 …………………………… 96 
3.5.1 简 记 与 注释 Wo 96 
3. 5. 2 ”可 数 无 穷 集合 的 不 相 容 性 RN 98 
3.5.3 ZEFC 框架 中 的 不 可 数 无 穷 集 合 的 不 相 容 性 pp ]00 
3. 5.4” 苞 干 相关 的 历史 性 直觉 判断 102 
3.6 再 论 古 典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 中 之 无 穷 集合 概念 的 矛盾 性 …… 103 
3.6.1 弹性 集合 与 Cauchy 剧场 ee 上 上 103 
3. 6. 2 古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 中 的 狭义 Cauchy 剧场 现象 ……… 105 
3. 6. 3” 超 穷 弹 性 集合 与 超 穷 Cauchy 剧场 .PP 108 
3. 6. 4 ZFC 框架 下 的 超 穷 Cauchy 剧场 现象 109 
3.7 ”Cantor-Hilbert 对 角 线 方法 与 不 可 数 无 穷 集合 的 存在 性 ………………… 110 
3.7.1 简要 回顾 110 
3.7.2 对 角 线 方法 与 相 腊 实数 有 穷 差 位 判别 原则 111 
3.7.3 对 角 线 方法 中 的 “每 一 ”与 4 所有? ]12 
3.7.4 一 点 注 记 ee 113 
3.8 分析 基础 中 的 无 窃 观 问题 ee ]14 
3. 8. 1 微 积 分 与 极限 论 的 简要 历史 回顾 ee 114 
3.8.2 简 记 与 注释 116 
3. 8. 3 ”关于 极限 表达 式 的 可 定义 与 可 实现 概念 ee 117 
3. 8.4 分 析 基 础 中 的 新 Berkeley 悖 论 ee 119 
3.8.5 注 记 之 (一 ) 【】】】 了 i】】】】 rm. 121 
3.8.6 注 记 之 (一 ) 123 


> 人 > viii 


3. 9 ” 非 直接 使 用 poi 与 aci 观念 下 的 自然 数 系统 的 不 相 容 性 …………… 125 
3.9 1 注释 与 简 记 机 125 
3. 9. 2 恰 由 全 体 自然 数 构成 之 集合 的 不 相 容 性 证 明 ee 126 
3. 9.3 续 论 与 说 明 pp 128 

第 4 章 潜 无 限 数学 系统 pp 131 

4. 1 湾 无 限 数学 系统 ( 丁 ) 预备 知识 pp 131 
4.1.1 预备 知识 之 一 一 一 背景 世界 的 划分 原则 131 
4 1.2 预备 知识 之 二 一 一 关于 构建 潜 无 穷 数学 系统 的 几 点 说 明 ……… 133 

4.2 潜 无 限 数 学 系统 ( J ) 一 一 逻辑 基础 之 形式 系统 oo 134 
4.2.1 PIMS 命题 惧 辑 的 自然 推理 系统 PIN 134 
4. 2. 2 ”PIMS 谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 FEN .ppp 136 

4. 3 潜 无 限 数 学 系统 ( 下 ) 一 -一 逻辑 基础 之 元 理论 pp 143 

4. 4 潜 无 限 数学 系统 (TV ) 一 一 集合 论 基 础 vv 154 

第 5 章 建立 中 介 实 无 限 数学 系统 的 思考 与 原则 ev 162 

5. 1 关于 近 现 代数 学 中 谓词 与 集合 之 间 的 无 穷 观 问题 的 思考 ……………… 162 

.4.1 近 现 代数 学 中 关于 数 集 与 区 间 内 变量 趋向 极限 之 表示 法 的 
对 比分 析 ee 162 
2 2 近 现 代数 学 中 实 无 限 刚性 自然 数 集合 与 中 介 过 渡 ppp 165 

5. 2 实 无 限 刚 性 集合 之 内 涵 与 结构 Se 166 
5. 2. 1 无穷 背景 世界 中 谓词 与 集合 之 间 的 客观 真实 关系 ……… 166 
5. 2. 2 建立 中 介 实 无 限 数学 系统 的 重要 性 与 必要 性 et 169 
5. 2. 3 ”基础 无 限 弹性 体 与 实 无 限 刚性 集合 的 结构 模式 pp 170 

第 6 音 中 介 与 二 值 两 种 逻辑 框架 的 不 可 缺失 性 Se. 175 

6.1 预备 知识 175 

6.2 ”中介 人 逻辑 与 数学 物理 危机 osc， 175 
6.2 1 中 介 观 念 与 第 一 次 数学 危机 ee 176 
6., 2.2 中 介 观 念 与 物理 危机 0 177 
6.2. 3 中 介 观 念 与 第 二 次 数学 危机 Se , 178 
6. 2.4 中 介 对 象 与 Newton 的 “OO eee 180 

6. 3 论 物 质 波 粒 二 象 性 的 逻辑 基础 本 182 

0.4 Leibniz 割 线 切线 问题 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 层面 上 的 

分 析 与 研究 0 185 
6.4 1 变量 zx 无限 趋 近 其 极限 xz。 的 poi 方式 与 aci 方式 ee 185 
6. 4.2 谓词 与 集合 层面 上 的 poi 与 aci eee 187 
6. 4.3 关于 Leibniz 的 割 线 与 切线 问题 i, 187 

6.5 Leibniz 割 线 切线 问题 在 中 介 逻 辑 框架 下 的 逻辑 数学 解释 方法 ….…… 189 


ix OO 


LU  _----------------------------------------------T 


6.5.1 排 中 律 的 命题 化 分 析 和 谓词 层面 上 的 潜 无 限 与 实 无 限 …………… 189 


6.5.2， 非 此 非 彼 概念 在 中 介 罗 辑 框架 下 的 逻辑 表达 式 ………………… 190 
6. 5. 3 ”Leibniz 割 线 与 切线 问题 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 逻辑 数学 
解释 方法 190 
6. 6 关于 AY 有 意义 & 到 是 切线 斜率 在 中 介 远 辑 系统 中 的 数学 解读 与 
逻辑 分 析 193 
6. 6. 1 关于 6. 5. 3 中 @@ 与 @ 合 并 后 之 ( * )( 人 有 意义 & 饶 是 切线 介 率 ) 
的 逻辑 数学 解读 193 
6. 6. 2 关于 Az 的 [ 守 0] 处 理 与 [二 0] 处 理 在 CL 和 ML 中 的 
逻辑 分 析 RN 196 
6.7 Zeno 第 二 个 悖 论 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 层面 上 的 分 析 与 人 研究 ……… 198 
6.7.1 关于 Zeno 第 二 个 悖 论 的 解说 Wo 199 
6.7.2 ”Zeno 第 二 个 悖 论 在 变量 与 极限 概念 中 的 表述 方式 ……………… 199 
6.7.3 Zeno 第 二 个 悖 论 之 (有 意义 &.A 二 T) 在 中 介 远 辑 系统 中 的 
逻辑 数学 解释 方法 200 
6.7.4 解决 Zeno 第 二 个 悖 论 的 方法 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 
科普 解读 方式 202 
6.8 ”关于 全 有 意义 &A 一 了 在 中 介 逮 辑 系统 中 的 逻辑 数学 解读 
与 逻辑 分 析 eee 202 
6.8.1 对 (全 有 意义 &A -> 7 在 中 介 膛 辑 系统 中 进行 逻辑 数学 解读 与 
逻辑 分 析 的 必要 性 Ne 2092 
6. 8. 2 关于 6. 7. 3 中 只 和 @ 合 并 之 后 的 ( x )( 全 有 意义 &A 十 ) 的 
逻辑 数学 解读 a 203 
6. 8.3 关于 At 的 [>0] 和 [ ==0] 处 理 在 CL 和 ML 中 的 逻辑 分 析 ……… 205 
6. 9 定 积分 的 定义 及 其 计算 曲 边 梯 形 面积 问题 和 pp 205 
6. 10 含义 概述 与 简要 总 绪 207 
附录 ” 简 评 与 答复 “有 关 无 限 观 的 三 个 问题 "中 的 问题 pp 208 
参考 文献 227 
后 记 a 236 


> 人 > 和 


第 1 章 精确 性 经 典 数 学 的 理论 基础 问题 


| 1.1 十 典 集合 论 的 诞生 及 其 思想 方法 


古典 集合 论 是 德国 大 数学 家 Cantor 在 19 世纪 所 创立 的 一 个 数学 学 科 . 当然 ， 
从 古典 集合 论 到 近代 公理 集合 论 的 发 展 来 看 ,集合 论 更 是 现代 数理 逻辑 的 一 个 重 
要 分 支 ,对 此 ,读者 可 参阅 文献 L110j 之 绪论 中 的 相关 内 容 . 另外 ,在 《集合 论 导 
引 》t' 由 第 1 章 中 讨论 过 集合 论 发 展 的 历史 概要 ,其 中 不 仪 涉及 古典 集合 论 的 创立 ， 
同时 还 论 及 了 古典 集合 论 的 先驱 发 展 . 在 这 里 ,将 侧重 于 数学 基础 方面 略 述 其 中 的 
相关 内 容 . 
数学 发 展 到 19 世纪 ,特别 是 受 当 时 的 工业 科学 与 自然 科学 节 支 发展 的 影 啊 ， 

数学 进入 了 一 个 大 发 展 时 期 . 数学 诸 分 支 , 不 论 是 几何 .代数 还 是 分 析 ,都 取得 了 长 
足 的 进步 ,以 至 于 迫切 需要 为 数学 诸 分 支 寻 找 一 个 共同 的 理论 基础 . 正 是 在 这 样 的 
历史 背景 下 ,Cantor 系统 地 总 结 了 长 期 以 来 数学 之 认识 与 实践 ,终于 在 集合 理论 的 
研究 和 认识 上 ,从 零碎 不 全 的 初级 阶段 上 升 到 系统 展开 的 理论 阶段 . 实际 上 ,关于 
集合 甚或 无 穷 集合 之 萌芽 ,一直 可 追溯 到 Euclid 著述 4 几何 原本 》 的 时 代 , 因 为 Eu- 
clid 确立 了 空间 是 位 置 点 之 无 限 堆积 的 观点 . 但 在 往 后 的 很 长 一 段 时 间 里 ,人 们 一 
直 没 有 认真 地 研究 过 集合 和 无 穷 集 合 的 概念 . 直到 17 世纪 ,Galileo 发 现 三 自然 
数 全体 ” 能 与 “平方 数 全 体 ” 建 立 一 一 对 应 , 亦 即 
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从 而 在 此 意义 上 可 以 认为 部 分 自然 数 的 个 数 与 全 体 自然 数 之 个 数 是 相同 的 ,这 就 
动摇 了 自古 以 来 "全体 大 于 部 分 ”这 一 公认 无 疑 的 原则 . 实际 上 , “全体 大 于 部 分 ”这 
一 原则 是 基于 有 穷 性 事物 之 上 抽象 出 来 的 ,对 于 无 限 性 对 象 来 说 ,该 原则 就 未 必 成 
立 . 从 而 Galileo 的 发 现 大 大 刺激 了 人 们 去 探索 和 研究 无 穷 集 合 , 后 来 ,有 如 Dede- 
kind 和 Cantor 等 数学 家 , 曾 基于 有 穷 集合 不 可 能 出 现 Galileo 发 现 的 类 同情 况 , 进 
而 用 “能 否 与 自身 之 真子 集 建立 一 一 对 应 关系 ”去 划分 有 穷 集合 与 无 穷 集合 . 然而 
总 体 上 看 ,在 19 世纪 Cantor 以 前 ,对 于 无 限 集 的 认识 和 研究 ,一 直 还 是 滞留 于 堆 
伴 不 全 的 认识 与 研究 中 ,只 有 Cantor 才 使 得 对 集合 理论 的 研究 系统 化 ,使 之 作为 
一 门 独立 的 数学 分 科 确 立 起 来 ,缔造 了 一 门 思 新 的 数学 学 科 一 一 集合 论 . 相对 于 后 
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第 1 章 精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 间 是 
来 发 展 起 来 的 近代 公理 集合 论 而 言 ,通常 称 Cantor 当时 所 建立 起 来 的 集合 论 为 古 
典 集合 论 , 又 因为 Cantor 仅 以 朴素 的 形式 陈述 它 的 理论 , 既 没 有 公理 化 ,也 没有 形 
式 化 , 故 又 有 素 朴 集合 论 2 之 称 . 

对 于 Cantor 创建 古典 集合 论 的 学 术 意义 和 历史 功绩 ,应 当 指 出 如 下 两 操 : 

第 一 ,扩充 了 数学 研究 对 象 . 如 所 知 ,数学 研究 对 象 是 在 不 断 扩 充 之 中 逐步 丰 
富 起 来 的 . 例如 , 微 积分 的 创立 完成 了 数学 研究 对 象 从 常量 到 变量 的 扩充 ,而 概率 
论 的 诞生 完成 了 数学 研究 对 象 从 确定 性 到 随机 性 的 再 扩充 . 而 古典 集合 论 的 建立 ， 
则 完成 了 数学 研究 对 象 由 有 限 与 潜 无 限 到 实 无 限 的 册 扩 充 , 也 就 是 说 , 实 无 限量 性 
对 象 是 在 Cantor 建立 古典 集合 论 之 后 , 才 被 明确 引入 数学 领域 中 的 . 正 因为 如 此 ， 
Hausdorff 才 说 “从 有 限 推进 到 无 限 , 乃 是 Cantor 的 不 朽 功绩 . > -De 

第 二 ,为 精确 性 经 典 数 学 的 各 个 数学 分 支 提供 了 一 个 共同 的 理论 基础 . 这 首先 
是 因为 集合 论 的 思想 和 方法 渗透 到 经 典 数学 的 各 个 分 支 中 ,例如 ,没有 集合 论 就 不 
会 有 测度 论 , 也 就 不 会 有 描述 性 的 实 变 函数 论 . 又 如 抽象 空间 理论 的 研究 ,在 近代 
数学 的 发 展 中 据 有 重要 地 位 ,但 各 种 抽象 空间 ,无 非 都 是 具有 各 种 特殊 结构 的 无 限 
集 ,它们 不 仅 以 集 的 概念 作为 基础 ,也 从 集合 论 中 吸取 了 研究 方法 . 再 说 近世 代数 
主要 是 探讨 具有 某 些 结合 规律 之 元 素 系 统 的 构造 ,在 这 里 集合 的 概念 也 是 基本 的 ， 
而 集合 论 中 的 思想 方法 ,也 同样 渗透 进 代 数 领域 ,如 此 等 等 . 其 次 是 整个 精确 性 经 
典 数学 都 能 在 集合 论 基础 上 被 推导 出 来 ,这 就 是 说 ,任何 一 条 数学 定理 ,都 能 从 集 
合 论 的 思想 规定 出 发 ,把 它 推 导出 来 ,而 且 ,任何 一 个 数学 概念 ,都 能 从 集合 论 的 概 
念 出 发 ,把 它 定义 出 来 . 再 则 关于 JIogadeBgckrE 几何 的 相对 相 容 性 证 明 , 最 后 被 归 
结 到 集合 论 的 相 容 性 证 明 . 基于 如 上 所 论 ,几乎 一 致 公认 ,整个 精确 性 经 典 数学 都 
可 莫 定 在 集合 论 的 基础 上 , 也 就 是 说 ,集合 论 是 经 典 数 学 各 个 分 支 的 共同 的 理论 
基础 . 

正如 上 文 所 提 及 ,古典 集合 论 的 创始 者 Cantor 仅 以 朴素 的 形式 陈述 它 的 理 
论 , 既 没有 明确 原始 (基本 ) 概 念 ,也 没有 罗列 其 不 证 自明 的 思想 规定 . 当然 ,也 更 谈 
不 上 公理 化 和 形式 化 了 . 虽然 如 此 ,但 只 要 我 们 对 古典 集合 论 的 内 容 细 加 分 析 和 概 
括 总 结 , 就 会 看 出 Cantor 当时 的 几 个 主要 的 基本 原则 或 思想 方法 不 外 乎 是 :概括 
原则 外延 原则 .一 一 对 应 原则 .延伸 原则 穷竭 原则 和 对 角 线 方法 . 其 中 概括 原则 
与 外 延 原则 用 于 造 集 并 确定 集 与 集 的 相等 ,一 一 对 应 原则 与 对 角 线 方法 用 于 引出 
基数 概念 和 确定 更 大 基数 的 存在 ,延伸 原则 与 穷竭 原则 实质 上 用 于 描 叙 良 序 集 的 
生成 和 实 无 限 研 究 对 象 的 确立 . 

首先 来 谈 谈 基本 概念 的 问题 . 文献 L111j 中 2. 1 节 开 头 指出 :任何 一 个 理论 系 
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统 , 都 包含 着 一 些 不 加 定义 而 直接 引入 的 基本 概念 . 例如 ,Euclid 几何 系统 或 
JIo6aueBckr 首 几何 系统 中 的 点 .直线 和 平面 …… 都 是 它们 所 属 系统 中 之 基本 概 
念 . ”在 这 里 ,集合 也 是 这 样 一 个 基本 概念 ,近代 公理 集合 论 者 ,都 放弃 了 对 集合 下 
定义 的 做 法 ,把 它 作 为 基本 概念 引入 . 事实 上 ,一 个 理论 系统 包含 着 某 些 不 加 定义 
的 基本 概念 是 合乎 情理 的 ,因为 对 任何 一 个 概念 下 定义 ,必须 借助 于 比 它 更 为 基本 
的 概念 ,从 而 在 一 个 理论 系统 中 ,如 此 倒 推 下 去 ,最 后 总 有 一 些 概念 再 也 找 不 出 比 
它 更 为 基本 的 概念 来 定义 它 , 只 能 自 相 地 通过 举例 .说 明 或 譬如 而 描述 之 . 

古典 集合 论 的 创始 者 Cantor 曾 想 给 集合 的 概念 下 个 定义 ,他 指出 :把 一 些 明 
确 的 (确定 的 ) .彼此 有 区 别 的 ,具体 的 或 想象 中 抽象 的 东西 看 做 一 个 整体 , 便 叫 做 
集合 . ”Cantor 本 人 认为 如 此 一 番 描 述 已 给 集合 下 了 一 个 定义 ,其 实 不 然 , 因 为 诸如 
整体 ,总体 .总 合 、 集 合 等 都 是 等 价 概念 , 亦 就 是 说 ,Cantot 在 这 里 使 用 了 与 集合 相 
等 价 的 概念 (整体 ) 去 定义 集合 概念 ,也 就 是 Hausdorff 所 指出 的 : Cantor 在 用 苋 
明定 义 莫 明 . 所 4 一 0 所 以 Cantor 的 这 类 说 法 ,只 是 一 种 同 义 反复 ,只 能 当做 一 种 
说 明 , 当做 是 对 原始 的 .人 所 公认 的 思维 过 程 的 指证 . “这 种 思维 过 程 之 演变 为 更 原 
始 的 过 程 , 迄 今 没 有 实现 . ”外 对 于 集合 概念 的 描述 ,JIy3ann 有 一 个 很 好 的 说 
明 :… 我 们 想象 有 一 个 透明 而 不 可 穿 过 的 赛 膜 ,就 像 一 只 严密 封闭 的 袋子 . 假设 在 这 
个 皮膜 中 包含 了 一 个 给 定 的 集合 M 的 所 有 元 素 , 而 且 在 这 赛 膜 中 ,除了 这 些 元 素 
以 外 ,再 没有 任何 别 的 东西 …… 这 个 包含 了 所 有 元 素 ( 而 且 除 了 它们 以 外 ,没有 任 
何 别 的 东西 ) 的 透明 赛 膜 ,也 足以 用 来 很 好 地 表示 将 诸 元 素 e 汇集 在 一 起 的 那个 作 
用 ,由 于 汇集 的 作用 , 才 产 生 了 集合 M. 天 "2 根据 上 述 Cantor 关于 集合 的 描述 和 
JIysHa 的 说 明 可 知 ,作为 一 个 集合 而 言 , 它 所 涉及 的 不 仅 是 构成 集合 的 对 象 ( 即 它 
的 元 素 ) ,而 更 重要 的 还 要 涉及 使 这 些 对 象 构成 一 个 整体 的 那 种 汇集 作用 . 

现在 让 我 们 来 谈 Cantor 创建 古典 集合 论 的 思想 方法 . 作为 Cantor 建立 古典 

合 论 的 一 个 最 重要 的 思想 方法 就 是 概括 原则 的 使 用 ,该 原则 显得 自然 和 直观 ,使 
用 起 来 又 方便 有 力 . 当然 ,在 Cantor 的 早期 工作 中 ,并 没有 将 该 原则 的 思想 明确 立 
为 公理 ,而 只 是 隐蔽 地 被 使 用 ,后 来 ,直到 Frege 才 公 开 而 明确 地 作为 公理 模式 使 
用 之 . 所 谓 概括 原则 ,通俗 地 说 ,就 是 任 给 一 个 性 质 p ,我 们 就 能 把 所 有 满足 所 给 性 
质 p 的 对 象 ,也 仅 由 这 些 具 有 性 质 p 的 对 象 汇集 在 一 起 而 构成 一 个 集合 . 用 符号 来 
表示 就 是 
G={(g|p(g))}. 

其 中 “1” 左边 的 g 表示 和 集合 G 的 任 一 元 素 , 而 “| ”右边 的 p(g) 表 示 G 的 元 素 g 
具有 性 质 p, 又 { } 表 示 把 所 有 具有 性 质 p 的 对 象 g 汇集 成 一 个 集合 . 因此 ,概括 
原则 的 另 一 表达 式 就 是 

Ve(gEGoEp(g)). 
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亦 即 G 的 任 一 元 g 必 具 有 性 质 p ,而 任 一 具有 性 质 p 的 对 象 必 为 集合 G 的 元 素 . 如 
果 用 数理 逻辑 的 术语 来 说 ,概括 原则 指 的 是 任 给 只 含 一 个 自由 变 元 zx 的 公式 下 , 则 
总 有 一 集 A, 它 恰 由 所 有 满足 下 的 x 所 组 成 .应 当 指出 ,概括 原则 在 一 阶 逻 辑 中 是 
公理 模式 ,因而 不 是 一 条 公理 ,实际 上 是 无 穷 多 条 公理 ,其 符号 表达 式 为 
Vziyz 了 dyVEIEGYyYe>wGt rT ) ). 

通常 用 3 表示 所 有 的 概括 原则 公式 所 构成 的 集 . 者 对 其 中 所 出 现 的 公式 上 加 
以 种 种 不 同 的 限制 ,如 不 含量 词 或 不 含 参 数 rz，…,z ,就 能 构成 36 的 各 种 各 样 的 
真子 集 , 这 是 一 些 特殊 类 型 的 真 包含 于 B60 中 的 概括 原则 公式 的 集合 ,通常 记 为 
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对 于 概括 原则 的 认识 和 使 用 ,除了 上 文 已 经 指出 的 ,这 是 一 个 公理 模式 而 不 是 
一 条 公理 之 外 ,还 应 注意 如 下 几 点 : 

(1) 对 于 概括 原则 中 所 涉及 的 那个 用 以 造 集 的 性 质 加 ,必须 是 精确 的 和 界线 分 
明 的 , 亦 即 对 于 世界 上 任何 对 象 rz, 要么 z 具有 性 质 训 ( 即 如 (z)), 要 么 工 不 具有 性 
质 p( 即 一 p(x)). 如 果 所 给 性 质 p, 存 在 对 象 x, 它 部 分 地 具有 性 质 p, 或 者 说 不 清 
楚 该 xz 是 否 具 有 性 质 p, 则 该 性 质 p 就 不 是 精确 的 或 界线 分 明 的 ,从 而 也 就 不 是 概 
括 原则 或 Cantor 意义 下 用 以 造 集 的 性 质 . 例如 ,所 有 美男 子 ( 性 质 jp) 就 不 能 在 
Cantor 意义 下 或 概括 原则 意义 下 组 成 集合 ,因为 所 给 性 质 p( 美 男子 ) 不 是 一 个 精 
确 的 或 界线 分 明 的 性 质 , 事 实 上 ,存在 着 这 样 的 男人 ,他 是 否 具 有 性 质 p( 美 男子 ) 
是 不 能 明确 判定 的 . 还 应 指出 ,对 于 认识 ,理解 和 使 用 概括 原则 之 如 上 所 说 的 要 求 ， 
并 没有 什么 明文 叙述 ,只 是 一 种 无 形 中 必须 遵守 和 贯彻 的 前 提 , 从 本 质 上 说 ,这 与 
文献 L111j1. 4 节 和 本 书 2. 5 节 所 论 之 下 述 情 况 是 一 致 的 ,就 是 在 经 典 二 值 逻辑 和 
精确 性 经 典 数 学 中 ,一 方面 不 将 “无 中 介 原 则 ”明文 立 为 公理 ; 男 一 方面 却 将 该 “无 
中 介 原 则 ”贯彻 始终 . 有 兴趣 的 读者 不 妨 对 照 分 析 之 ， 

(2) 在 古典 集合 论 中 ,对 于 任何 一 个 上 述 (1) 中 所 论 之 界线 分 明 的 精确 性 质 p， 
均 可 在 概括 原则 意义 下 构造 集合 , 亦 即 在 精确 性 质 前 提 下 ,概括 原则 的 造 集 功能 不 
受 任何 限制 ,完全 自由 . 

(3) 对 于 任意 一 个 Cantor 意义 下 的 造 集 性 质 p, 运 用 概括 原则 所 构造 出 来 的 
集 , 恰 由 全 体 具 有 性 质 p 的 对 象 组 成 , 即 任何 具有 性 质 p 的 对 象 必 在 该 集中 ,而 该 
集中 除了 具有 性 质 p 的 对 象 之 外 不 包含 任何 其 他 对 象 . 

基于 上 述 讨 论 可 知 , 由 概括 原则 构造 出 来 的 集合 与 用 以 构造 它 的 性 质 是 一 意 
确定 的 ,因而 集合 由 它 的 元 素 完 全 决定 ,那么 自然 地 认为 对 于 两 个 集合 , 当 且 仅 当 
它们 的 元 素 完 全 相同 时 , 才 把 这 两 个 集合 看 做 是 相同 的 . 亦 即 任 给 两 个 集合 A 和 
B ,如 果 对 于 每 个 a€ A 能 推出 aE€ B, 反 之 对 于 每 个 5E B 能 推出 5€E A, 则 称 集合 
A 与 B 相等 , 记 为 A=B, 这 就 是 外 延 原 则 . 其 符号 表达 式 为 
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A=BOVIri(rEACrEB), 

其 中 后 为 自然 语言 中 之 “ 当 且 仅 当 ”的 简 记 ,不 同 于 形式 语言 中 的 等 值 词 全 ,对 
此 在 文献 L110j2. 1 节 中 有 专门 说 明 , 可 查阅 之 ， 

一 一 对 应 原则 和 对 角 线 方法 也 是 Cantor 建立 古典 集合 论 的 思想 方法 ,但 这 两 
者 通常 是 熟知 的 ,例如 在 “ 实 变 函 数论 ”课程 的 教材 或 有 关 素 朴 集合 论 的 书籍 中 都 
会 涉及 与 之 相关 的 论述 ,读者 也 可 查阅 文献 L111j3. 4 节 及 4.4 节 中 的 相关 内 容 . 
在 这 里 ,基于 从 数学 基础 的 角度 考虑 问题 ,对 Cantor 运用 对 角 线 方法 去 证 明 全 体 
实数 为 不 可 数 无 穷 多 一 事 , 还 有 一 番 小 小 的 议论 , 众 以 和 有 兴趣 的 谈 者 共同 探讨 
之 . 为 了 使 这 番 小 小 的 议论 在 文字 上 能 前 后 连贯 起 见 ,不 得 已 从 一 一 对 应 原则 的 通 
俗 朴素 的 描述 开始 . 如 所 知 , 任 给 两 个 集合 A 和 B, 如 果 存 在 规则 f, 对 于 每 个 a€ 
A,f 有 唯一 确定 的 5EB 与 之 对 应 ;反之 ,对 于 每 一 bE B, 据 f 有 唯一 确定 的 a€ A 
与 之 对 应 , 则 称 集合 A 与 B 的 元 紊 之 间 在 f 之 下 建立 了 一 一 对 应 关系 . 其 中 要 注 
意 的 是 这 种 一 一 对 应 关系 总 是 相对 于 某 个 对 应 规则 而 言 的 , 当 对 应 规则 f 改变 了 ， 
成 为 某 个 新 的 规则 g, 则 g 就 确定 了 某 个 新 的 一 一 对 应 关系 ,如 此 等 等 . 如 果 和 集合 
M 和 集合 NN 的 元 素 之 间 能 建立 一 一 对 应 关系 , 则 称 M 与 N 是 对 等 的 , 记 为 M 储 
N. 又 若 MN, 则 称 集 M 与 N 有 相同 的 基数 (或 称 等 势 ) ,任何 集 M 的 势 记 为 MM. 
又 在 一 个 集合 M 的 元 素 能 与 自然 数 集 N 的 元 素 之 间 建 立 起 一 一 对 应 关系 , 则 称 
M 为 可 数 无 穷 集 . 如 所 知 , 人 们 早已 用 多 种 方法 证 明了 全 体 有 理 数 集合 为 一 可 数 
集 . 另 一 方面 ,凡是 与 自然 数 集合 对 等 的 集 , 它 们 的 基数 都 相同 , 记 为 失 o. 反之 , 凡 
是 具有 兴 。 基数 的 集合 都 是 可 数 集 . 

试看 Cantor 如 何 利用 对 角 线 方法 去 证 明 (0,1) 区 间 内 全 体 实数 的 集 为 不 可 数 
集合 . 通常 用 R 表示 全 体 实数 构成 的 集 , 现 令 

RI={xr|rERKOTrxT1). 

要 证 Ri 为 不 可 数 集合 . 现 反 设 Ri 为 可 数 集 , 于 是 Ri 的 元 可 与 自然 数 集 N 之 元 建 
立 如 下 的 一 一 对 应 : 


AN R 

] 所 -一 0 一 0 Pi NA Pl Pn Pp 

2 > 亿 一 0 bi bp, Dy Pa， 

3 所 一 > 0 二 0 Dy P32 Py 机 bs 

Ei <—> 9 二 0 pp 1 p 2 P 3 ii PP, 机 
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此 处 我 们 将 Ri 的 每 一 元 都 用 十 进 制 小 数 的 形式 写 出 . 现 让 我 们 定义 一 个 实数 
0 如 下 : 
0 一 0. p np 2 p mm *, 
其 中 
，_ 2， 当 pm 二 9 时， 
? -ti 当 加 天 9 时 . 
如 此 ,一 方面 显然 有 0E Ri, 另 一 方面 ,0 却 与 上 面 所 排列 之 Ri 的 无 穷 序列 : 
0 ,0 ，, "0 °° 
中 之 每 一 元 素 都 不 相同 ,因为 8 与 该 序列 中 之 任 一 9;(i 二 1,2,3,…,n,…) 都 有 一 个 
有 穷 差 位 , 即 p'; 关 pi (此 处 还 请 读者 考虑 一 下 ,上 文中 为 什么 当 ps 二 9 时 ,规定 
pm 二 2, 而 不 是 令 二 0. 对 此 ,文献 L111] 中 4. 4 节 相关 论述 有 一 个 详细 的 注释 ， 
不 妨 参阅 之 ) ,从 而 矛盾 , 故 反 设 Ri 为 可 数 集合 一 事 不 成 立 , 即 Ri 为 不 可 数 集 ,又 
RICR. 故 全 体 实 数 集 K 为 不 可 数 集合 . 

如 上 构 作 新 实数 0 并 往 证 实数 全 体 为 不 可 数 的 过 程 便 是 Cantor 对 角 线 方法 
的 一 种 形式 . 这 不 仅 为 人 们 所 熟知 , 且 其 论证 过 程 之 正确 性 与 有 效 性 亦 为 人 们 所 
公认 . 

虽然 如 此 ,根据 “ 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 ”LD 和 上 述 “ 对 角 线 方法 ”, 大 家 认 
为 已 经 能 够 判定 实数 9 与 中 之 每 个 实数 9; 相 异 ,但 是 能 否 就 此 汤 言 ,根据 相 异 
实数 有 穷 差 位 判别 原则 和 上 述 对 角 线 方法 ,就 能 有 效 地 判定 实数 9 与 RR 中 一 切实 
数 为 相 异 ? 如果 我 们 从 无 限 性 对 象 中 之 “每 一 ”与 “所 有 ”的 关系 上 考虑 问题 ,情况 
还 是 较为 复杂 的 . 让 我 们 从 9 开始 ,依次 相 接 地 根据 “ 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原 
则 ”和 上 述 “ 对 角 线 方法 ”去 判定 0 与 0;€ Ri(i 二 1,2,…) 为 相 异 ,由 于 有 效 地 判定 
90; 所 依据 的 差 位 位 数 i 总 等 于 60; 的 足 指数 ,而 0 之 足 指 数 i 又 总 等 于 Ri 中 在 此 
之 (包括 上 ) 前 已 被 判定 与 0 相 异 之 实数 的 个 数 , 即 借以 有 效 地 判定 尺 中 实数 与 9 
相 异 之 差 位 位 数 i, 总 等 于 Ri 中 已 被 判定 与 9 相 异 之 实数 的 个 数 i 既然 “ 相 异 实数 
有 穷 差 位 判别 原则 ”规定 差 位 位 数 恒 为 有 穷 ( 即 ;< 十 co) ,那么 民 中 已 被 判定 与 0 
相 异 之 实数 的 个 数 也 不 可 能 递增 到 无 穷 , 即 恒 为 有 穷 个 ( 即 i 二 十 oo) ,但 已 设 Ri 中 
有 可 数 多 个 实数 ,如 此 ,在 “ 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 ”和 所 给 “对 角 线 方法 ”之 
下 ,又 如 何 去 判 定 9 与 1 中 一 切实 数 相 异 呢 ? 实际 上 ,其 中 存在 着 一 个 看 上 去 不 
成 问题 ,而 实质 上 却 是 隐藏 得 较 深 的 问题 值得 我 们 深思 , 那 就 是 “每 一 ”与 “所 有 ”在 
无 限 性 对 象 中 的 关系 问题 . 现 设 M 是 一 个 无 穷 集合 ,如 果 已 知 M 之 一 切 元 具有 性 


所 谓 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 , 指 的 是 二 实数 相 异 , 当 且 仪 当 它们 的 小 数 展开 式 中 ,存在 着 某 有 穷 
位 上 的 小 数 互 异 . 
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1.1 古典 集合 论 的 诞生 及 其 思想 方法 
质 p 时 , 则 回 过 头 去 分 析 M 中 之 每 一 元 时 ,无 颖 可 以 断言 M 中 每 一 元 其 有 性 质 p. 
但 是 反 过 来 ,如 果 已 知 M 中 每 一 元 具有 性 质 p, 即 从 M 中 一 个 一 个 地 取出 其 元 ,每 
取 一 元 均 可 判定 其 具有 性 质 p, 能 否 就 此 断言 M 中 之 一 切 元 都 具有 性 质 p? 我们 
认为 ,要 分 别 情 况 具体 分 析 , 值 得 深入 探讨 . 按照 传统 的 推理 原则 或 数理 逻辑 中 全 
称 量 词 的 含义 , “每 一 ”与 “< 所 有 ”是 画 等 号 的 ,不 论 在 有 限 性 对 象 中 还 是 在 无 限 性 对 
象 中 ,都 是 如 此 ,只 要 每 一 x 具有 性 质 p ,就 等 于 所 有 x 有 性 质 p. 当然 ,在 有 穷 集 
合 中 ,两 者 画 等 号 显然 不 成 问题 ,但 在 无 穷 集合 中 ,有 些 具体 情况 就 可 能 不 同 了 . 就 
像 “ 全 体 大 于 部 分 ”的 原则 在 有 限 性 对 象 中 普遍 成 立 , 但 对 无 限 性 对 象 而 言 就 不 适 
用 了 . 
现 设 M 为 一 无 穷 集合 ,又 令 符 号 E 表示 “每 一 ”而 之 表示 “如 果 … ,那么 …”. 
我 们 给 出 如 下 两 个 表达 式 : 
Vr(rEME&PprT)) SE r(xrE ME pzr))， (|) 
Ex(xXEMEP XS VY rrEMEG pr)). (i) 
按照 传统 观点 ,上 述 ( i ) (ji) 两 个 表达 式 都 无 条 件 成 立 . 而 我 们 认为 ,上 述 表 达 式 
(ji ) 是 无 条 件 成 立 的 ,但 表达 式 ( i ) 只 能 有 条 件 地 成 立 . 但 这 个 条 件 的 抽象 内 涵 是 
什么 ”在 什么 情况 下 表达 式 ( ii ) 不 成 立 , 又 在 什么 条 件 下 成 立 ? 这 是 值得 研究 的 . 
在 古典 集合 论 的 思想 方法 中 ,还 有 两 条 原则 值得 我 们 总 结 ,这 就 是 延伸 原则 与 
穷竭 原则 . Cantor 本 人 并 没有 明确 提出 这 两 条 原则 ,更 没有 给 它们 以 精确 陈述 ， 
但 在 展开 他 的 无 限 集 理论 时 , 却 在 实际 上 贯穿 了 延伸 .穷竭 的 思想 方法 ,在 这 里 ,我 
们 将 利用 Peano 系统 中 的 继 元 与 归纳 二 公理 ,对 延伸 与 穷竭 二 原则 的 基本 思想 作 
一 说 明 . 当然 ,关于 自然 数 的 Peano 公理 系统 是 众所周知 的 . 在 文献 L111]j4. 1] 节 
中 ,不仅 有 对 Peano 系统 的 一 般 的 分 析 讨 论 ,还 对 如 何 从 集合 论 中 导出 Peano 系 
统 , 即 如 何 从 集合 概念 出 发 ,用 构造 性 的 方法 去 建立 自然 数 系统 ,从 而 把 整个 算术 
理论 脱 人 集合 论 或 葛 定 在 集合 论 基础 之 上 等 , 均 有 严格 而 详细 的 讨论 . 按理 说 ,这 
一 切 也 都 是 数学 基础 问题 所 应 论 及 的 内 容 , 读 者 不 妨 参 阅 之 . 在 这 里 , 仅 侧重 于 延 
伸 .穷竭 二 原则 的 思想 分 析 , 而 作 一 番 类 比 性 的 讨论 . 为 了 陈述 上 的 连贯 和 便于 对 
照 分 析 , 先 将 Peano 系统 叙述 如 下 : 
“Peano 从 不 经 定义 的 集合 自然数、 后 继 数 与 属于 等 概念 出 发 “01 ,再 加 上 下 
述 5 条 公理 而 构成 关于 自然 数 的 Peano 系统 . 这 5 条 公理 是 
(1) 0 是 一 个 目 然 数 ， 


D20 世纪 50 年 代 , 徐 利 治 教授 根据 Cantor 的 延伸 与 穷竭 二 原则 的 思想 ,在 文献 [149] 中 提出 了 不 断 延 
伸 原 理 与 相对 穷竭 原理 ,后 又 在 文献 L921.L93j、L94j] 中 作 了 哲学 与 数学 的 分 析 讨 论 , 从 而 把 Cantor 的 有 关 原 
始 思想 上 升 到 一 个 新 的 高 度 . 同时 也 对 延伸 ,穷竭 二 原则 给 出 了 精确 的 刻画 ,请 参阅 文献 [109] 第 8 章 8 2. 


第 1 章 ”精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 
(2) 继 元 公理 :每 个 自然 数 的 后 继 数 仍 为 目 然 数 ， 
(3) 0 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 数 ， 
(4) 如 果 两 个 自然 数 ax 和 的 后 继 数 相等 , 则 a 和 2 也 相等 ， 
(5) 归纳 公理 : 若 M 是 由 一 些 自然 数 所 组 成 的 集合 ,而 M 含 有 0, 且 当 M 含有 
任 一 自然 数 4 时 , 则 MM 也 一 定 含 有 a 的 后 继 数 . 那么 M 就 含有 全 部 日 然 数 . 
于 是 ,自然 数 序 列 
A:0,1,2,3,… ,n,n 1, 
的 生成 ,可 分 为 两 个 步骤 ,首先 是 按照 Peano 的 继 元 公理 所 指 ;“ 在 每 一 个 自然 数 n 
之 后 ,都 有 一 个 紧 跟 在 之 后 的 自然 数 n 十 1( 即 的 后 继 元 )”, 亦 即 “ 若 是 一 个 自 
然 数 , 则 有 后 继 元 n 十 1, 它 仍 为 自然 数 . ”如 此 ,以 0 为 始 元 ,得 到 1( 即 0 ), 再 引出 2 
( 即 0 7……- 以 此 类 推 , 没 有 限制 地 导出 了 一 个 自然 数 不 断 增长 的 链 , 不 妨 记 为 
P, :0 <1 <2 <3 <*…Xn, 
我 们 称 这 种 链 P, 为 延伸 变 程 , 它 能 任意 地 给 出 自然 数 序 型 而 并 不 包括 自然 数 全 
体 , 因 而 P, 不 具有 序 型 w. 
由 此 可 见 , 仅 由 延伸 变 程 P, 是 不 能 得 到 自然 数 序列 X 的 ,要 想得到 具有 序 型 
w 的 目 然 数 序 列 X ,还 要 引进 男 一 个 基本 原则 ,其 基本 思想 (针对 生成 如 上 之 4 序列 
而 言 ) 就 是 要 肯定 :“ 我 们 能 将 继 元 公理 所 规定 的 延伸 手续 进行 完毕 ,从 而 穷 举 了 0 
之 后 的 一 切 继 元 而 形成 序列. ”这 就 相当 于 Peano 公理 系统 中 的 归纳 公理 ,可 称 
这 条 原则 为 “穷竭 原则 ”, 该 原则 后 来 又 成 为 近代 公理 集合 论 中 之 “无 穷 公 理 ” 的 思 
因此 ,形成 自然 数 序 列 、 的 第 二 个 步骤 , 便 是 在 延伸 变 程 的 基础 上 ,依据 穷竭 
原则 的 思想 将 全 体 自然 数 排列 完毕 . 亦 即 由 
P,:0 <l1 <2 <3 <… <n,， 
以 7 十 1…|w 的 方式 穷 举 了 一 切 自然 数 而 形成 
1 :0,1,2,3，…，7…| ww. 
如 此 ,4 序列 必 包 含 无 穷 多 个 元 而 具有 序 型 w ,Cantor 称 w 为 真 无 穷 ( 实 无 穷 
或 绝对 无 穷 ). 相应 地 ,可 称 那个 延伸 变 程 为 假 无 穷 ( 势 能 无 穷 或 消极 无 穷 ). 
总 之 ,基于 继 元 公理 与 归纳 公理 ,并 在 Peano 系统 中 的 其 他 公理 配套 下 ,突出 
地 体现 了 生成 自然 数 全 体 的 两 个 关键 步骤 , 那 就 是 首先 通过 继 元 公理 而 去 一 个 一 
个 地 生成 自然 数 ,然后 通过 归纳 公理 而 去 汇集 成 全 体 自然 数 集合 ,在 这 里 ,不 仅 具 
体 地 体现 了 Cantor 的 延伸 与 穷竭 思想 ,同时 也 可 看 出 其 中 与 Cantor 之 概括 原则 
的 造 集 思想 的 本 质 联 系 . 
最 后 ,证 我 们 再 从 观点 与 方法 的 角度 略 谈 几 名 Cantor 的 概括 原则 . 如 所 知 ， 
在 哲学 上 ,方法 论 与 宇宙 观 在 一 定 条 件 下 是 互 为 通用 的 . 因此 , 当 您 对 一 些 问题 


1.2 何谓 迟 论 

摆 观 点 时 ,往往 正 是 在 讲 方法 , 而 在 您 阐述 处 理 问 题 的 方法 时 , 却 也 同时 在 表明 
您 的 观点 ,进而 在 学 术 问 题 上 的 观点 往往 就 是 思想 方法 ,又 思想 方法 也 正 是 学 术 
观点 . 上 文 所 论 之 Cantor 的 概括 原则 即 可 视 为 一 例 , 因 为 该 原则 既是 Cantor 用 
以 构造 集合 的 一 种 思想 方法 ,同时 又 是 他 认识 和 理解 “集合 ”这 种 研究 对 象 的 一 
种 基本 观点 . 
| 1.2 何谓 导论 

悖 论 一 词 ,在 英语 中 为 “paradox” 或 “absurdity”, 从 字面 上 讲 就 是 自 相 矛盾 的 
雇 论 . Kline 指出 :人 们 为 了 不 把 自 相 有 矛盾 的 真相 摆 在 果 面 上 , 才 采 用 Jparadox” 
或 “absurdity” 一 类 的 婉转 措辞 055. 不 去 管 它 ,反正 时 间 一 长 , 悖 论 一 词 也 习惯 了 ， 
其 涵义 也 人 人 篆 知 了 . 

悖 论 的 起 源 ,一 直 可 以 追溯 到 古 希 腊 和 我 国 先秦 哲学 时 代 , 但 在 古代 及 其 往 后 
的 一 个 相当 长 的 历史 时 期 中 ,所 谓 悖 论 , 只 是 泛 指 那 些 推 理 过 程 看 上 去 是 合理 的 ， 
但 推理 的 结论 却 又 违背 客观 实际 的 这 类 推理 过 程 . 其 中 最 有 代表 性 的 要 算 著 名 的 
Zeno 悖 论 了 . Kline 在 文献 L156 | 中 论 及 Zeno 的 四 个 悖 论 时 ,引述 了 Aristotle 的 陈 
述 形 式 , 今 以 其 中 头 两 个 为 例 曾 明之 . Kline 指出 :Aristotle 在 他 的 《物理 中 陈述 了 
第 一 个 悖 论 , 叫 做 两 分 法 悖 论 ,其 说 如 下 :“ 第 一 个 悖 论说 运动 不 存在 ,理由 是 运动 
中 的 物体 在 到 达 目 的 地 前 ,必须 到 达 半 路 上 的 点 . ”这 话 的 意思 是 说 为 通过 AB, 必 
须 先 到 C ,为 到 达 C 必 先 到 达 DD ,等 等 . 换言之 , 石 设 空间 无 限 可 分 ,从 而 有 限 长 度 
含 无 限 多 的 点 ,这 就 不 可 能 在 有 限时 间 内 通过 有 限 长 度 . 不 妨 让 我 们 对 以 上 之 说 翻 
译 一 下 ,或 者 说 将 如 上 所 说 讲 讲 清楚 ,如 图 1. 1 所 示 : 


4 E DD C C CC,B 

一 一 -一 多 =- — A 

人 K 
图 1.1 


某 物 KK 欲 沿 直线 AB ,由 点 A 处 移动 到 点 B 处 , 则 首先 要 移 到 AB 线段 之 中 点 
C, 而 要 到 达 C 点 ,又 必须 先 达 线段 AC 之 中 点 DD, 为 要 到 达 DD 点 , 则 应 先 达 线段 
AD 之 中 点 上 ,如 此 等 等 . 或 者 说 物体 K 要 由 点 A 移动 到 点 B, 则 要 经 过 线段 AB 
之 中 点 C ,线段 CB 之 中 点 C ,线段 CB 之 中 点 Cs 等 等 ,直至 无 穷 . 总 而 言 之 ,该 物 
K 要 从 A 点 移动 到 点 B ,必须 经 过 无 穷 多 个 中 点 ,每 经 过 一 个 中 点 ,都 要 有 时 间 ,办 
而 在 有 限时 间 内 ,物体 K 不 可 能 由 A 点 移动 到 B 点 ,而 且 不 论点 A 与 点 B 之 间 的 
距离 多 么 小 ,都 是 如 此 . 以 上 的 推理 过 程 看 上 去 合理 ,但 其 推 得 的 结论 完全 违背 客 
观 实际 ,因为 物体 的 位 移 运 动 是 孩童 都 明白 的 事 . Kline 在 论 及 第 二 个 Zeno 悖 论 时 
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指出 :“ 第 二 个 悖 论 叫 Achilles 和 乌龟 赛跑 的 悖 论 . ” 据 Aristotle 所 述 :“ 动 得 很 慢 

的 东西 不 能 被 动 得 很 快 的 东西 赶 上 ,因为 追赶 者 首先 必须 到 达 被 追赶 者 之 出 发 点 ， 
因而 行动 较 慢 的 被 追赶 者 必定 总 是 跑 在 前 头 , 这 论点 同 二 分 法 悖 论 一 样 ,所 不 同 者 
是 不 必 再 把 所 需 通 过 的 距离 一 再 平分 . ”0 在 这 里 ,也 让 我 们 把 如 上 所 论 之 事 说 明 
白 些 ,如 图 1. 2 所 示 : 


图 1.2 


令 A 表示 希腊 的 神 行 太保 Achilles, 又 以 工 表示 乌龟 (tortoise), 现 A 在 刀 点 ， 
工 和 在 点 C 处 , 令 A 沿 BC 方向 追赶 T. 如 果 和 A 要 赶 上 本 , 则 首先 要 跑 完 B 到 C 这 段 
距离 ,无 论 A 跑 的 速度 多 么 快 ,总 要 有 一 定 的 时 间 才能 跑 到 点 C 处 , 既 有 一 定 的 
时 间 刀 , 则 不 论 工 息 得 多 么 慢 ,总 能 息 去 一 段 距离 而 到 达 点 D 处 ,因而 A 要 赶 上 
TT, 又 必须 先 跑 完 C 到 DD 这 段 距离 ,无 论 A 跑 的 速度 多 么 快 ,总 要 有 一 定 的 时 间 所 
才能 跑 完 由 C 到 DD 的 距离 , 既 有 一 定 的 时 间 ts, 则 不 论 工 扑 得 多 么 慢 , 总 能 息 去 一 
段 距 离 而 到 达 点 上 处 ,从 而 A 要 赶 上 本 ,又 必须 先 跑 完 由 D 到 E 这 段 距 离 , 如 此 等 
等 ,这 种 推理 过 程 ,循环 往复 ,可 以 无 限制 地 一 直 重 复 下 去 ,所 以 A 永远 赶不上 工 . 
这 种 推理 过 程 看 上 去 是 合理 的 ,然而 推理 的 结论 却 与 客观 现实 完全 相反 . 因为 任何 
人 都 会 有 如 下 的 实践 经 验 : 即 移动 得 慢 的 东西 ,一 定 会 在 有 限时 间 内 被 移动 得 比 它 
快 的 东西 追 到 . 

可 以 说 在 很 长 的 历史 阶段 中 ,无 法 对 上 述 一 类 Zeno 悖 论 给 出 令 人 满意 的 解释 
方法 ,种 种 解释 都 圈 于 哲理 分 析 . 1983 年 ,我 在 厦门 大 学 讲学 时 ,发 现 数学 与 哲学 
专业 研究 生 历 来 对 上 述 Zeno 悖 论 的 任何 哲理 分 析 深 表 费 解 和 不 满 ,但 对 我 基于 收 
敛 的 无 穷 级 数 可 以 求 和 原则 所 作 之 下 述 解释 方法 ,表示 尚 可 认同 却 也 有 微 词 . 我 的 


解释 方法 是 若 某 物 K 用 1 分 钟 时 间 由 点 A 处 移动 到 点 B 处 ,那么 将 用 子 分 钟 时 间 
由 点 A 处 移动 到 第 一 个 中 点 C 处 ,又 用 于 分 钟 时 间 由 点 C 处 移动 到 第 二 个 中 点 C， 
,又 用 二 分 钟 时 间 由 点 C1 处 移动 到 第 三 个 中 点 C: 处 ,如 此 等 等 ,直至 无 穷 ,该 无 
穷 多 个 时 间 的 和 将 是 
部 十 豆 十 这 十 “十 喜 十 … 
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如 所 知 , 这 是 一 个 收敛 的 无 穷 级 数 ,其 和 正好 是 1 分 钟 时 间 , 即 之 ， 六 二 1. 所 以 某 


物 K 能 在 有 限时 间 内 由 点 A 处 移动 到 点 B 处 ,并 非 元 穷 多 个 有 穷 时 间 之 和 总 为 
无 穷 . 
然而 问题 又 来 了 ,因为 人 们 随 之 而 将 Zeno 和 悖 论 引 申 为 下 述 抛 球 问题 , 即 设 有 


四 , 乙 二 人 互相 抛 球 , 甲 先 用 半分 钟 时 间 把 球 抛 给 乙 , 而 随 之 乙 又 用 二 分 钟 时 间 


把 球 抛 回 甲 手中 ,而 甲 又 随 之 用 去 分 钟 时 间 把 球 抛 回 到 乙 之 手 ,如 此 往复 以 至 无 


穷 ; 既 然 承认 收敛 的 无 穷 级 数 能 以 求 和 ,那么 也 可 对 甲乙 二 人 所 费 抛 球 时 间 加 以 求 
和 ,这 就 是 
序 十 豆 十 这 十 … 十 训 十 … 一 DE 

间 抛 球 手续 自 开始 进行 到 1 分 钟 时 , 球 落 在 甲 手 中 还 是 乙 手 中 ? 或 者 说 ,既然 收敛 
的 无 穷 级 数 可 以 求 和 ,那么 对 上 述 甲 . 乙 二 人 抛 球 过 程 所 用 之 时 段 序列 当 亦 可 求 
和 ,因而 自 始 至 1 分 钟 时 ,该 抛 球 过 程 终 止 , 故 问 此 时 球 在 何 处 ? 对 此 问题 , 潜 无 限 
论 者 由 于 不 承认 无 穷 过 程 能 进行 完毕 ,只 承认 可 以 无 限制 地 进行 下 去 , 即 永 远 在 进 
行 之 中 ,从 而 抛 球 手续 永远 只 能 消 留 于 无 限制 的 往复 进程 之 中 ,所 以 潜 无 限 论 者 对 
此 问题 可 以 避 而 不 答 , 但 实 无 限 论 者 却 承 认 往 返 无 穷 之 抛 球 手 续 是 可 以 进行 完毕 
的 ,因而 无 法 回避 这 个 问题 , 却 又 无 法 回答 这 个 问题 . 人 们 也 在 这 一 意义 下 ,把 上 述 
抛 球 问题 叫做 抛 球 悖 论 . 这 也 可 视 为 Zeno 二 分 法 悖 论 的 一 种 引申 ,该 引申 了 的 Ze- 
no 悖 论 ( 即 抛 球 问题 ) 在 西方 数理 哲学 界 流传 一 时 号. 

在 历史 上 ,还 有 另 一 种 情形 而 被 称 之 为 悖 论 的 , 那 就 是 由 于 新 观念 的 发 现 和 引 
人 ,违背 了 具有 历史 局 限 性 的 传统 观念 . 因而 这 就 不 是 推理 看 上 去 好 像 是 合理 的 问 
题 , 而 是 传统 观念 貌似 真实 之 事 了 . 例如 ,我 们 在 1. 1 节 中 所 论 及 之 Galileo 的 发 
现 , 即 “平方 数 与 自然 数 一 一 对 应 ”而 矛盾 于 “全 体 大 于 部 分 ”这 一 传统 原则 ,当时 也 
有 Galileo 悖 论 之 称 , 这 就 不 是 发 现在 推理 上 有 什么 问题 ,而 是 从 有 限 性 对 象 关系 
中 抽象 出 来 的 (全 体 大 于 部 分 ) 原 则 ,对 于 无 限 性 对 象 不 能 适用 的 实情 了 . 又 例如 ， 
我 们 将 在 下 文中 要 论 及 的 古代 Pythagoras 学 派 成 员 Hippasus 的 发 现 , 即 等 腰 直 
角 三 角形 之 直角 边 与 其 斜 边 不 可 通 约 的 事实 ,从 而 矛盾 于 “一 切 量 都 可 用 有 理 数 表 
示 ” 的 传统 信条 . 后 来 也 被 叫做 Hippasus 悖 论 . 诸如 此 类 的 悖 论 还 可 列举 ,但 所 有 
这 些 均 与 当今 意义 下 所 说 的 悖 论 之 含义 存在 较 大 距离 . 


中 1982 年 , 徐 利 治 、. 朱 梧 醒 等 给 出 了 抛 球 悖 论 的 一 种 解释 方法 , 详 见 文献 [103] 一 [105] 及 文献 [109] 的 
9. 1 一 9. 3 节 ， 
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第 1 章 ”精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 站 题 
那么 ,所 谓 当 今 意义 下 所 说 之 悖 论 的 含义 又 是 什么 呢 ? 或 者 说 ,现在 是 怎样 去 
定义 悖 论 这 个 概念 的 . 兽 有 一 类 流行 的 说 法 ,如 * 悖 论 是 一 种 导致 逻辑 矛盾 的 命题 . 
这 种 命题 ,如 果 承 认 它 是 真 的 ,那么 它 又 是 假 的 ,如 果 承 认 它 是 假 的 ,那么 它 又 是 真 
的 . ”站 又 如 “ 悖 论 是 指 这 样 一 个 命题 A, 由 A 出 发 ,可 以 找到 一 语句 B, 然 后 , 奢 假 
定 B 真 ,就 可 推 得 一 B 真 , 亦 即 可 推出 B 假 . 奉 假定 一 B 真 , 即 B 假 ,又 可 推导 出 B 
真 . ”5 再 有 如 “一 个 命题 构成 一 个 屠 论 ,如 果 由 它 的 真 可 以 推出 它 的 假 ,而 由 它 的 
假 又 可 推出 它 的 真 . ”站 ,诸如 此 类 的 定义 法 ,本 质 上 是 一 样 的 ,无 非 是 说 , 那 论 就 
是 一 种 肯定 与 否定 相等 价 的 复合 命题 ,其 符号 表达 式 或 可 记 为 A 今 一 A .人 悖 论 概念 
的 这 种 定义 法 ,不 能 说 它 是 错 的 ,还 应 说 它 是 相当 合理 的 ,但 应 指出 ,还 有 不 足 之 
处 ,或 者 说 尚 不 够 全 面 . 第 一 ,任何 一 个 悖 论 ,实质 上 都 相对 地 被 包含 在 某 个 理论 体 
系 中 ,例如 ,我 们 下 文 要 论 及 的 Russell 迟 论 和 Cantor 悖 论 等 ,都 是 被 包含 在 十 盟 
集合 论 中 的 悖 论 . 可 能 有 的 悖 论 看 上 去 不 针对 哪个 理论 系统 ,其 实 只 是 该 悖 论 所 属 
之 系统 的 原始 概念 和 基本 原则 没有 明明 化 墨 了 . 否则 ,如 果 竟 有 这 样 一 个 悖 论 , 它 
将 被 包含 在 历史 的 和 将 来 的 任何 一 个 理论 体系 中 ,或 者 不 被 包含 在 历史 的 和 将 来 
的 任何 一 个 理论 体系 中 ,那么 ,我 们 就 既 不 要 去 研究 什么 悖 论 的 成 因 , 也 不 必 去 考 
虑 排除 悖 论 的 办 法 ,因为 既 有 这 种 绝对 的 悖 论 出 现 ,那么 研究 它 也 无 济 于 事 . 当然 ， 
我 们 也 不 相信 会 有 这 种 悖 论 出 现 . 由 此 可 见 , 当 我 们 给 悖 论 下 定义 时 ,如 果 忘 记 了 
“相对 于 某 一 理论 体系 ”这 个 前 提 , 将 会 造成 怎样 的 误解 . 第 二 ,并 不 是 每 个 那 论 都 
要 被 陈述 为 一 个 命题 或 某 一 语句 的 形式 ,有 的 那 论 往往 要 以 一 个 推 注 过 程 来 表述 . 
第 二 ,人 们 也 并 不 习惯 于 把 每 个 悖 论 都 化 归 为 “肯定 等 价 于 否定 ”的 形式 ,也 可 用 某 
个 系统 中 并 存 的 两 个 互相 让 导 的 命题 来 表述 一 个 悖 论 . 例如 ,我 们 将 在 下 文中 要 论 
及 的 Cantor 悖 论 ,大 家 都 习惯 于 把 它 表 述 为 古典 集合 论 中 的 两 个 互相 矛盾 的 命 
题 . 既 没 有 也 不 必 化 归 为 两 个 矛盾 命题 的 等 价 式 . 总 之 ,孤立 地 用 A 名 一 A 去 作为 
悖 论 的 定义 是 不 够 全 面 的 . 所 以 ,我 们 主张 采用 A. A. Fraenkel 与 Y. Bar - Hillel 
的 说 法 ;“ 如 果 某 一 理论 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 的 ,但 在 这 个 理论 中 , 却 推 
出 了 两 个 互相 矛盾 的 命题 ,或 者 证 明了 这 样 一 个 复合 命题 , 它 表 现 为 两 个 互相 矛盾 
的 命题 的 等 价 式 . 那么 ,我 们 就 说 这 个 理论 包含 了 一 个 悖 论 . ”应当 说 ,这 样 来 定 
义 迟 论 较为 全 面 合理 ,因为 在 这 里 ,首先 指明 了 任何 一 个 悖 论 ,总 是 相对 于 某 一 理 
论 系统 而 言 的 ,其 次 又 指出 了 一 个 悖 论 , 可 以 表现 为 某 一 理论 系统 中 之 两 个 互相 矛 
盾 的 命题 的 形式 ,同时 又 指出 , 悖 论 也 可 集中 地 表现 为 “肯定 等 价 于 否定 ”的 复合 命 
题 . 照 此 看 来 ,上 文 所 述 的 那 种 4 所 一 A 的 定义 方法 ,只 是 反映 了 Fraenkel 与 Bar- 
Hillel 陈述 中 之 最 后 两 句 话 ,因而 不 够 全 面 . 在 此 还 应 特别 指出 ,Fraenkel 与 Bar - 
Hillel 的 如 上 陈述 中 的 第 一 句 话 ,不 光 是 指明 了 任 一 悖 论 总 相对 于 某 个 理论 系统 ， 
更 重要 的 是 强调 了 该 系统 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 的 ,如 果 朴 忽 了 这 一 点 ， 
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1.2 何谓 昼 论 
那么 大 家 就 可 轻而易举 地 将 一 些 明 显 的 矛盾 命题 , 资 合 起 来 构成 一 个 系统 ,然后 宣 
布 已 在 该 系统 中 创造 性 地 发 现 了 悖 论 . 

公元 前 6 世纪 , 克 里 特 哲学 家 Epimenides 构造 了 一 个 命题 :一 个 死 里 特 人 贷 : 
“所 有 的 克 里 特 人 所 说 的 每 一 句 话 都 是 谎话 . ”现在 问 该 命题 是 真是 假 , 千 设 其 为 
真 ,那么 因为 说 这 人 句 话 的 人 也 是 一 个 克 里 特 人 ,从 而 按 该 命题 的 结论 可 知 其 为 假 ， 
这 就 是 说 ,由 这 人 句 话 为 真 可 推 知 该 话 为 假 . 当然 , 若 设 这 是 一 句 假 话 , 则 未 必 导 致 巴 
盾 , 亦 即 由 该 命题 之 假 不 能 推出 其 为 真 . 但 仅 就 一 命题 之 真 可 导出 该 命题 为 假 这 一 
点 而 言 ,也 够 引 人 注 目 了 ,并 与 上 文 所 言 之 当今 意义 下 的 悖 论 概 念 已 有 一 半 吻 合 
了 , 亦 可 在 这 个 意义 上 ,把 Epimenides 所 构造 的 这 个 命题 视 为 当今 意义 下 之 导论 
的 直接 起 源 , 在 此 顺便 指出 ,也 有 把 上 述 Epimenides 命题 误 认 为 当今 意义 下 之 悖 
论 的 情况 出 现 过 . 例如 , “据说 有 一 个 元 里 特 人 说 :“ 几 克 里 特 人 都 说 谎 ' ,结果 无 论 
这 句 话 是 真是 假 , 都 引起 矛盾 . ”*““ 古 希腊 时 代 一 个 克 里 特 岛 上 的 人 说 :“ 克 里 特 
岛 上 的 人 是 说 诺 者 ”. 如 果 这 人 句 话 真 , 则 他 自己 (是 殉 里 特 岛 上 的 人 ) 便 说 度 , 从 而 这 
句 话 假 . 如 果 这 人 句 话 假 , 则 克 里 特 岛 上 的 人 不 说 谎 , 而 这 名 话 可 为 真 . ”2 又 如 文献 
[L163J 中 亦 有 类 似 陈述 . 其 实 诸如 此 类 的 说 法 都 是 一 种 误解 或 琉 忽 ,因为 若 设 Epi- 
menides 命题 为 假 , 应 推出 并 非 每 个 克 里 特 人 总 说 谎 , 但 推 不 出 这 句 话 为 真 话 . 对 
此 ,有 兴趣 的 读者 还 可 查阅 文献 [L164] 一 L166 中 相关 内 容 的 讨论 . 

类 同 于 Epimenides 命题 的 例子 是 可 以 构造 的 ,例如 , “上帝 是 全 能 的 ,全 能 就 
是 胜 过 一 切 . ”试问 此 话 真 假如 何 ? 者 设 该 话 为 真 , 则 可 问 :“ 上帝 能 否 创造 一 个 对 
手 来 击败 上 和 痪 呢 ? 如果 能 , 则 上 帝 就 要 被 上 帝 创 造 出 来 的 对 手 击败 , 故 上 帝 并 非 全 
能 . 如 打 不 能 ,就 说 明 上 帝 还 有 事情 做 不 到 ,因而 并 非 全 能 . 不 论 何 说 , 均 导 臻 “上帝 
全 能 ”为 假 , 但 是 反 设 这 人 句 话 为 假 , 却 并 不 导致 任何 矛盾 ,全 能 的 上 帝 本 来 就 不 
存在 . 

上 文 所 论 之 现代 意义 下 的 导论 概念 ,也 可 这 样 表 述 :“ 一 个 理论 系统 ,其 基本 概 
念 和 思想 原则 看 上 去 是 合理 的 ,但 在 系统 中 却 发 现 有 命题 A, 设 A 为 真 ,导致 矛盾 ， 
设 A 为 假 , 也 导致 矛盾 . 用 符号 来 表示 , 即 A 上 FB, 一 B& 一 A 上 B, 一 B( 当 然 ,实质 上 
是 和 4 全 一 A 一 回 事 ) ,那么 ,就 说 在 该 理论 中 出 现 了 悖 论 . ”如 此 ,上 述 Epimenides 
命题 或 “上帝 全 能 ”就 都 不 构成 现代 意义 下 的 悖 论 , 因为 在 那里 ,只 有 A 上 B, 一 也 
但 是 没有 一 A FB, 一 B. 男 一 方面 ,上 述 二 例 虽 不 构成 现代 意义 下 的 悖 论 , 却 也 指明 
了 一 种 逻辑 上 的 道理 , 那 就 是 当 否 定 者 自身 被 包括 在 被 否定 之 对 象 中 时 , 则 和 否定 者 
本 号 必 然 走 回 它 的 反面 “上 帝 全 能 ” 原 要 否定 一 切 ,而 否定 者 上 帝 本 身 也 置身 于 这 
一 切 之 中 , 结 采 走向 反面 ,上 之 自身 也 被 否定 . Epimenides 命题 中 的 那个 克 里 特 人 
也 是 一 样 ,由 于 他 自身 也 是 克 里 特 人 ,必然 导致 他 自身 说 度 . 

公元 前 4 世纪 ,Eubulides 顺 着 Epimenides 命题 的 思路 ,构造 了 一 个 命题 ,“ 现 
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在 我 说 的 是 一 句 假 话 ” 后来, 人们 又 把 Eubulides 命题 等 价 地 改 述 为 下 述 命 题 ; 
在 本 页 本 行 里 所 写 的 那 句 话 是 谎话 . 

由 于 上 一 行 里 除了 这 句 话 本 身 之 外 别 无 其 他 的 话 ,因此 ,这 是 一 句 话 中 有 话 的 
话 ,而 且 被 套 在 其 中 的 话 就 是 套 它 之 话 本 身 , 于 是 知 设 该 话 为 真 , 则 就 要 承认 该 话 
之 结论 ,而 其 结论 是 指明 这 是 一 句 假 话 ,而 所 指 的 那 一 行 中 除了 该 话 本 身 之 外 别 无 
其 他 话 , 从 而 推出 这 是 一 句 假 话 . 又 若 设 该 话 为 假 , 则 应 肯定 该 话 结论 之 反面 为 真 ， 
而 该 话 结论 之 反面 是 指明 这 是 一 句 真 话 , 同 样 因为 所 指 的 那 一 行 中 除了 该 话 本 映 
之 外 别 无 他 话 , 从 而 又 推出 这 是 一 句 真 话 . 总 之 , 设 其 为 真 导出 市 盾 , 设 其 为 假 也 时 
出 矛盾 . 哪 种 说 法 都 不 行 . 因而 这 是 一 种 符合 现代 意义 下 之 导论 概念 的 那 论 . 人 们 
称 之 为 “强化 了 的 说 谎 者 悖 论 ” 或 “永恒 性 说 谎 者 悖 论 ” 

后 来 ,Russell 还 对 Epimenides 命题 指出 ,如果 在 Epimenides 命题 再 加 上 一 个 
前 提 , 即 先 假定 “在 此 克 里 特 人 说 这 名 话 之 前 的 每 个 克 里 特 人 所 说 的 每 句 话 为 假 
话 ”, 则 加 了 这 个 前 提 的 Epimenides 命题 也 成 为 现代 意义 下 的 悖 论 . 因 设 其 为 真 可 
推出 它 为 假 是 无 疑 的 , 现 再 设 其 为 假 , 则 至 省 有 一 个 克 里 特 人 说 过 真 话 , 但 在 所 加 
前 提 下 ,也 就 只 有 该 克 里 特 人 所 说 的 这 句 话 为 真 话 了 . 因而 就 由 其 假 也 可 导出 其 为 
真 . 从 而 也 就 符合 现代 意义 下 的 昼 论 概念 了 . 

对 于 上 述 “ 强 化 了 的 说 议 者 悖 论 ” 而 言 ,问题 出 在 什么 地 方 ? 主要 在 于 语 无 层 
次 ,或 说 语言 层次 不 分 ,被 论断 是 真是 假 的 话 和 论断 它 的 话 混 而 为 一 , 套 在 同一 个 
层次 上 了 .后 来 ,Tarski 还 对 这 个 "永恒 性 说 度 者 悖 论 ” 进 一 步 概括 ,给 出 了 一 个 严 
格 的 表述 形式 ,如 下 所 述 ， 

首先 ,按照 “命题 为 真 ”的 含义 ,有 这 样 的 原则 . 

(1) X 是 真 的 , 当 且 仅 当 也 . 

这 里 P 是 任意 一 个 命题 ,而 X 是 这 一 命题 的 名 称 . 
现 考虑 命题 : 
C 不 是 真 的 . 
现 用 缩写 符号 C 来 表示 本 页 上 一 行 里 所 写 下 的 那个 命题 . 于 是 应 有 : 
(2)“C 不 是 真 的 ?等 同 于 C. 


由 (1) 可 知 : 
(3)“C 不 是 真 的 ?是 真 的 , 当 且 仅 当 C 不 是 真 的 . 
由 (2) 和 (3) 可 知 ， 
C 是 真 的 , 当 且 仅 当 C 不 是 真 的 . 
矛盾 . 


问题 在 何 处 ? 问题 在 “C 不 是 真 的 "本 来 是 一 个 论断 命题 C 是 真是 假 的 命题 ， 
但 在 这 里 ,由 于 “C 不 是 真 的 ”等同 于 C, 因 而 被 论断 的 命题 C 又 是 论断 C 的 命题 本 
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身 . 所 以 仍然 是 论断 者 和 被 论断 者 混 而 为 一 . 不 妨 把 这 种 混 而 为 一 的 情况 叫做 ” 目 
关联 ” 现 让 我 们 设法 避 开 这 个 自 关 联 ,矛盾 能 和 否 由 此 消除 呢 ? 请 看 下 述 古 代 学 者 
Socrates 和 Plato 的 对 话 : 

Plato :下面 Socrates 说 的 是 假 话 ; 

Socrates: 上面 Plato 说 的 是 真 话 . 

现 问 Socrates 语 是 真 话 还 是 假 话 , 设 其 为 真 , 则 应 承认 Plato 语 为 真 , 按 Plato 
语 的 结论 , 则 应 肯定 Socrates 语 为 假 . 故 由 其 真 可 推出 其 为 假 . 反 之 , 设 Socrates 语 
为 假 , 则 应 承认 Plato 语 为 假 , 故 应 肯定 Plato 语 之 结论 的 反面 为 真 , 因 而 又 推出 
Socrates 语 为 真 , 如 此 又 由 其 假 推 知 其 为 真 . 类 似 地 问 Plato 语 的 真 、. 假 时 亦 将 导致 
悖 论 ,这 叫做 Socrates-Plato 屠 论 ， 

这 说 明 避 开 了 自 关 联 也 会 出 矛盾 . 实际 上 ,这 里 的 Plato 语 本 来 是 用 于 论断 
Socrates 语 之 真 假 的 ,而 被 论断 的 Socrates 语 , 却 又 成 为 论断 (用 以 论断 Socrates 
语 的 )Plato 语 ,所 以 多 了 一 圈 , 仍 然 混 乱 了 语言 层次 ,这 和 自 关 联 是 换 汤 不 换 药 ,前 
者 是 混 而 为 一 ,后 者 是 循环 而 为 一 . 还 有 一 位 英国 数学 家 ,把 上 述 Socrates-Plato 悖 
论 改写 为 如 下 的 形式 : 

在 一 张 蝗 卡 片 的 一 面 写 : 

这 张 卡片 背面 的 句子 是 真 的 . 
在 同一 张 卡片 的 男 一 面 写 的 是 : 
这 张 卡片 背面 的 句子 是 假 的 . 3 
显然 ,这 和 Socrates-Plato 履 论 在 内 容 实质 上 是 一 样 的 . 
现在 让 我 们 在 下 一 - 行 写 上 一 句 话 : 
现在 正在 下 十 . (A) 
骨 在 下 一 行 写 一 句 话 : 
前 一 行 里 写 的 那 句 话 是 谎话 . (B) 
这 是 不 能 形成 导论 的 . 语句 (B) 是 真是 假 ,要 看 (A) 的 真 假 , 而 (A) 的 真 假 决定 于 现 
在 是 否 下 十 . 在 这 里 ,语句 (人 A) 是 被 论断 的 话 , 而 语句 (B) 是 对 (A) 作 论断 的 话 . 所 以 
语言 层次 分 明 , 既 不 混同 又 不 循环 ,这 表明 要 排除 上 文 所 论 之 “强化 了 的 说 谎 者 悖 
论 " 和 ”Socrates-Plato 悖 论 ”, 关 键 在 于 语言 分 层 , 这 既是 近代 语义 学 诞生 和 发 展 的 
一 个 背景 ,同时 也 是 近代 语义 学 所 研究 的 一 个 重要 内 容 . 
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所 谓 数学 危机 , 指 的 是 在 数学 发 展 的 某 个 历史 阶段 中 ,出 现 了 一 种 相当 激化 
的 .涉及 整个 数学 理论 基础 的 矛盾 “公元 前 5 世纪 ,一 个 希腊 人 ,Pythagoras 学 派 
的 Hippasus, 发 现 了 等 腰 直 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 不 可 通 约 , 从 而 导致 了 数学 
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第 1 章 精确 性 经 典 数 学 的 理论 基础 上 题 
的 第 一 次 危机 . ”359 事情 是 这 样 ,当时 人 们 还 处 在 刚刚 从 自然 数 概 念 脱胎 而 形成 有 
理 数 概念 的 早期 阶段 ,对 于 无 理 数 的 概念 一 无 所 知 . 因此 ,当时 人 们 的 普遍 见解 古 
确信 一 切 量 均 可 用 有 理 数 来 表示 , 亦 就 是 说 ,在 任何 精确 度 的 范围 内 的 任何 量 , 总 
能 表示 为 有 理 数 , 这 在 当时 ,已 成 为 希腊 人 的 一 种 普 电 信仰. 这 也 是 Pythagoras 学 
派 的 信条 ,在 Pythagoras 看 来 ,不 仅 深 信 数 的 和 谐 与 数 是 万 物 之 本 源 , 而 且 衬 宙 间 
的 一 切 现象 都 能 归结 为 整数 或 整数 比 . 另外 ,Pythagoras 学 派 的 重大 页 献 之 一 是 证 
明了 勾 股 纺 定 理 , 也 就 是 直角 三 角形 两 直角 边 之 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 ,然而 
Hippasus 指出 : 取 一 直角 边 均 为 ] 的 等 腰 直 角 三 角形 ,如 果 其 冬 边 为 整数 比 , 约 去 
分 子 分 母 间 的 公 因 数 后 为 m/n, 那 么 m 与 ”中 至 少 有 一 个 是 奇数 ,由 勾 股 弦 定 理 知 


有 十] 一 ( 王 ) ,于 是 2 一 7 /ri , 赦 和 一 2 ,所 以 mm 是 偶数 ,那么 ,一 方面 由 于 


m 与 n 中 必 有 一 个 为 奇数 而 知 n 为 奇数 , 男 一 方面 ,既然 m 为 偶数 , 当 可 表 为 m== 
2k, 于 是 4 名 一 2 , 故 关 一 2 ,因而 2 亦 为 偶数 , 巴 盾 . 这 表明 所 说 等 腰 直 角 三 角形 
之 斜 边 无 法 用 整数 或 整数 之 比 去 表示 . 这 就 严重 触犯 了 Pythagoras 学 派 的 信条 ， 
同时 也 冲击 了 当时 希腊 人 的 普遍 见解 ,这 使 人 们 感到 惊奇 不 安 . 直接 动 播 了 这 个 历 
史 时 期 的 数学 基础 ,传统 观念 受到 了 挑战 . 正如 1. 2 节 所 提 及 的 ,Hippasus 的 这 一 
发 现 , 也 被 叫做 Hippasus 悖 论 . 相传 Pythagoras 学 派 因 此 而 将 Hippasus 投入 海 
中 处 死 , 央 为 他 在 衬 宙 间 摘出 了 一 个 直接 否定 他 们 学 派 依 条 的 怪物 , 而 且 他 不 顾 学 
派 的 规定 ,属于 向 学 生 披 露 新 的 数学 思想 . 当然 , Hippasus 的 伟大 发 现 是 淹 不 死 
的 , 它 以 顽强 的 生命 力 而 被 广 为 流 传 , 人 迫使 人 们 去 认识 和 理解 “整数 及 整数 比 ( 有 理 
数 ) 不 能 包括 一 切 几 何 量 ”. 迫使 Pythagoras 学 派 承 认 这 一 那 论 和 提出 单子 概念 去 
解决 这 一 矛盾 . 单子 概念 是 一 种 如 此 之 小 的 度量 单位 ,以 致 本 身 是 不 可 度量 却 同时 
要 保持 为 一 种 单位 . 这 或 许 是 企图 通过 “无 限 ” 来 解决 问题 的 最 早 努 力 . 但 是 ,Py- 
thagoras 学 派 的 这 种 努力 又 引起 了 Zeno 的 非 难 . Zeno 认为 一 个 单子 或 者 是 0, 或 
者 不 是 0, 如 果 是 0, 则 无 穷 多 个 单子 相 加 也 产生 不 了 长 度 , 如 果 不 是 0, 则 由 无 穷 多 
个 单子 组 成 的 有 限 长 线段 应 该 是 无 限 长 的 ,不 论 怎 么 说 都 矛盾 .0 如 上 所 说 之 
Hippasus 的 发 现 所 引起 的 矛盾 局 面 , 连 同 1. 2 节 中 所 言及 的 Zeno 悖 论 在 内 ,都 被 
视 为 构成 数学 第 一 次 危机 的 组 成 部 分 . 另 一 方面 ,这 种 危机 局 面 的 出 现 , 也 进一步 
促使 人 们 ,从 依靠 直观 感觉 与 经 验 而 转向 依靠 证 明 ,推动 了 公理 几何 学 与 逻辑 学 的 
焉 后 和 发 展 . 

数学 史上 把 18 世纪 微 积 分 诞生 以 来 在 数学 界 出 现 的 混乱 局 面 称 为 数学 的 第 
二 次 危机 . 如 所 知 , 在 17 世纪 和 整个 18 世纪 ,由 于 微 积分 理论 的 产生 及 其 在 各 个 
领域 里 的 广泛 应 用 ,使 得 微 积 分 理论 得 到 了 飞速 的 发 展 . 但 在 另 一 方面 ,当时 的 整 
个 微 积分 理论 却 是 建立 在 含混 不 清 的 无 穷 小 概念 上 ,从 而 没有 一 个 牢固 的 基础 , 章 
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到 了 来 自 各 个 方面 的 非 难 和 攻击 . 
大 主教 Berkeley 于 1734 年 向 数学 家 质疑 :所 谓 瞬时 速度 是 AS/At 在 Al 趋 癌 
于 0 时 的 值 ,那么 AS 或 At 是 什么 ? 如 果 At 和 AS 是 0, 则 AS/At 就 是 0/0, 从 而 
无 意义 . 如 果 它 们 不 是 0, 即 使 极为 微小 ,其 结果 只 能 是 近似 值 , 绝 不 是 所 求 瞬 时 速 
度 的 精确 值 , 总 之 ,不 论 它 们 是 0 或 不 是 0, 都 将 导致 荒 廖 . 对 此 ,大 家 都 熟悉 日 由 落 


体 下 落 距离 的 公式 S 一 二 gt2 ,因为 方 g 不 过 是 一 常数 . 为 简单 计 , 讨 论 S= 忆 就 可 


以 了 . 当 :上 一 握 时 ,下 降 距 离 为 So 二 to , 当 1 二 0 十 h 时 ,其 下 降 距 离 将 为 So 十 二 二 
(to 十 hh)?, 故 物体 在 h 秒 内 所 降 之 距离 为 L 二 (4 十 hh) 一 So 二 (to 十 h)Y 一 to .从 而 
秒 内 物体 下 落 之 平均 速度 为 
L_ (toth) —t 25 十 天 
h h h 
显然 ,当时 间 的 间隙 越 小 时 ,平均 速度 就 与 瞬时 速度 或 真正 速度 越 接近 ,但 是 不 
论 且 多 么 小 ,只 要 hh 不 等 于 0, 则 平均 速度 就 不 等 于 点 速度 或 真正 速度 . 如 果 hh 一 0， 


即 考 虑 那 一 点 的 速度 ,但 此 时 已 经 没有 距离 的 改变 ， 从 而 所 说 之 二 “ 变 成 了 没有 意义 


一 2to 十 hh. 


的 卫 ,从 而 也 无 法 求 得 真正 的 速度 
Newton 和 Leibniz 也 曾 为 摆脱 此 困境 而 分 别提 出 种 种 解释 ,例如 ; 
(1) 说 六 是 无 穷 小 , 故 疡 不 等 于 0, 因而 认为 上 一 24- 有 意义 ,并 可 化 简 为 


2to 十 h ,但 无 穷 小 与 有 限量 相 比 ,可 以 略 而 不 计 , 于 是 24o 十 h 就 变 为 24o ,并 且 24 就 
是 1 二 to 时 的 点 速度 . 


(2) 说 26A -和 的 终极 比 (ultimate ratio) 为 26 ,也 就 是 :一 4 时 的 速度 
(3) 说 h 趋 于 0 时 , 既 不 在 h 变 为 0 之 前 ,也 不 在 h 变 为 0 之 后 ,而 正好 在 刚 
刚 达 到 0 时 ， 2 之 值 为 24， 
下 论 志 和 灌流， 无 非 都 是 为 消除 如 下 的 矛盾 而 使 之 能 摆脱 困境 ,这 个 矛盾 是 : 
一 方面 要 使 < 有 意义 ,必须 不 等 于 0; 另 一 方面 ,要 使 :一 1 时 的 真正 速度 


为 26 , 则 又 必须 关 = 一 0. 那么 同一 个 数量 h 在 同一 个 问题 中 ,如 何 能 既 等 于 0, 同 时 
又 不 等 于 0 呢 ?” 这 个 矛盾 ,人 们 也 曾 称 之 为 Berkeley 悖 论 . 

在 这 一 时 期 ,从 各 个 方面 对 微 积 分 理论 的 种 种 非 难 和 攻击 中 ,要 算 Berkeley 大 
主教 所 作 的 批评 最 为 激烈 “Berkeley 批判 了 Newton 的 许多 论点 ,例如 ,在 4 求 曲 
边 形 的 面积 ;一 文中 ,Newton 说 他 避免 了 无 穷 小 ,他 给 xz 以 增 量 ,展开 (x 十 0)", 减 
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第 1 章 ”精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 
去 x", 再 除 以 0, 求 出 x 的 增 量 与 z 的 增 量 之 比 ,然后 扔 掉 0 的 项 ,从 而 得 到 x” 的 
流 数 . Berkeley 说 Newton 首先 给 x 以 一 个 增 量 , 然 后 让 它 是 0, 这 违背 了 背 反 
律 . ”21“ 至 于 导数 被 当做 y 与 x 消失 了 的 增 量 之 比 , 即 dy 与 dz 之 比 ,Berkeley 说 
它们 既 不 是 有 限量 ,也 不 是 无 穷 小 量 ,但 又 不 是 无 . 这 些 变 化 率 只 不 过 是 消失 了 的 
量 的 鬼魂 . "02 大 主教 Berkeley 之 所 以 猛烈 批评 微 积 分 , 主要 是 因为 他 对 当时 自 
然 科 学 的 发 展 所 造成 之 对 宗教 信仰 的 日 益 增 长 的 威胁 极为 恐惧 . 但 也 正 由 于 当时 
的 微 积 分 理论 没有 一 个 牢固 的 基础 ,致使 来 自 各 方面 的 非 难 和 批评 言 之 有 物 . 所 
以 ,在 整个 18 世纪 ,对 于 微分 和 积分 运算 的 研究 具有 一 种 特殊 的 痛 百 ,因为 一 方 
面 是 纯粹 分 析 领 域 及 其 应 用 领域 内 的 一 个 接 一 个 的 光辉 发 现 ,但 与 这 些 奇 妙 的 发 
现 相 对 照 的 却 是 由 其 基础 的 含糊 性 所 导致 的 矛盾 愈 来 您 尖锐 . ”1 这 就 不 能 不 迫 
使 数学 家 们 认真 对 待 这 个 Berkeley 悖 论 ,借以 解除 数学 的 第 二 次 危机 ,这 就 直接 导 
致 了 微 积分 的 Cauchy-Weierstrass 时 代 . Cauchy 许 细 而 又 系统 地 发 展 极限 论 ， 
Dedekind 在 实数 论 的 基础 上 ,证 明了 极限 论 的 基本 定理 ,Cantor 与 Weierstrass 都 加 
入 了 为 微 积分 理论 寻找 牢固 的 基础 而 努力 工作 的 行列 ,发展 了 es -6 方法 和 极限 理论 ， 
避 开 了 实体 无 限 小 和 无 限 大 概念 的 设想 和 使 用 ,这 就 是 今天 所 说 的 标准 分 析 . 

普遍 认为 ,由 于 严格 的 微 积 分 理论 的 建立 ,上 述 数 学 史上 的 两 次 危机 已 经 解 
决 . 但 在 事实 上 ,建立 严格 的 分 析 理 论 是 以 实数 理论 为 基础 的 ,而 要 建立 严格 的 实 
数理 论 ,又 必须 以 集合 论 为 基础 ,而 古典 集合 论 的 诞生 和 发 展 , 却 又 偏偏 出 现 了 一 
系列 悖 论 , 并 由 此 而 构成 了 更 大 的 危机 . 

悖 论 的 出 现 , 原 来 并 没有 真正 引起 数学 家 和 逻辑 学 家 的 重视 ,似乎 古音 相传 的 
悖 论 ,只 是 人 为 地 制造 出 来 的 东西 ,并 不 值得 介意 . 直到 19 世纪 90 年 代 , 悖 论 在 作 
为 整个 数学 之 理论 基础 的 集合 论 中 出 现 了 ,这 才 开 始 引 起 数学 家 们 的 注意 . 

古典 集合 论 的 创始 者 Cantor 于 1895 年 第 一 个 在 他 自己 所 创立 的 集合 论 中 发 
现 了 人 悖 论 , 但 他 没有 公开 ,也 不 敢 公 开 . 然而 矛盾 是 包 不 住 的 ,1897 年 ,原先 由 Can- 
tor 自己 所 发 现 的 这 个 那 论 还 是 由 Burali-Forti 发 现 了 ,并 且 公 诸 于 地, 因而 人 们 就 
称 之 为 Burali-Forti 悖 论 . 现 陈述 如 下 : 

首先 ,在 超 限 数论 中 , 可 证 得 下 述 定理 成 立 .0148 

定理 1 任何 一 个 良 序 集 A ,不 能 与 A 的 任何 截 段 A。 相似 . 

定理 2 凡 由 序数 所 组 成 的 集 , 按 其 大 小 为 序 排列 时 , 必 为 一 良 序 集 . 

定理 3 一 切 小 于 序数 a 的 序数 所 组 成 之 良 序 集 W,。 的 序数 W, 就 是 序数 a， 
即 W. =a. 

其 次 ,让 我 们 将 一 切 序 数 汇集 起 来 构成 一 集 , 记 为 卫 , 亦 即 

一 {x|z 为 一 序数 }， 

根据 Cantor 用 以 造 集 的 概括 原则 来 构造 上 述 集合 卫 是 完全 合理 的 . 于 是 ,由 上 述 
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定理 2 可 知 , 卫 能 以 排 成 一 良 序 集 , 故 良 序 集 卫 有 一 序数 , 记 为 ” 即 卫 三” 既然 工 
是 一 切 序数 所 组 成 的 良 序 集 . 应 有 rE 了 ,那么 卫 便 是 卫 之 元 > 截 卫 所 得 的 一 个 截 
段 , 由 定理 3 可 知 廿 ==r. 如 此 将 由 上 述 本 =r 与 ,二 7r 而 推 知 厂 = 二,. 这 表明 良 序 集 
也 的 序数 与 它 的 一 个 截 段 卫 , 的 序数 相同 ,因而 丁 与 T, ,相似 ,从 而 巴 盾 于 定理 1. 大 
家 称 这 个 矛盾 为 Burali-Forti 悖 论 ， 

在 Burali-Forti 那 论 公 布 后 两 年 , 即 1899 年 ,Cantor 又 发 现 了 一 个 矛盾 ,并 公 
诸 于 世 , 人们 称 之 日 Cantor 悖 论 , 陈 述 如 下 : 

如 所 知 , 在 古典 集合 论 中 有 下 述 定理 . 


定理 4{ Cantor 悖 论 ) ”任何 集合 M 的 势 (基数 )M 小 于 其 宕 集 9CM) 的 势 


纪 M). 其 中 所 谓 需 集 , 即 对 任何 集 M 而 言 ,由 M 的 一 切 子 集 所 构成 的 集合 叫做 M 
的 才 集 ,并 记 为 久 MD)， 
现 据 Cantor 的 概括 原则 ,可 构造 一 切 集合 所 组 成 的 集合 , 记 为 D, 即 
U 二 {zx|z 为 一 集 ). 
如 此 ,一 方面 由 上 述 Cantor 定理 知 有 U 二 纹 ) , 另 一 方面 ,又 可 证 席 MD) 为 U 的 一 
个 子 集 , 事实 上 , 设 XE 0D0), 则 zz 为 U 的 一 个 子 集 , 故 工 为 一 集合 , 按 U 的 定义 与 


构造 ,应 有 xzEU, 于 是 HU)CU, 从 而 应 有 3MD 过 U, 矛 盾 . 人 们 称 之 日 Cantor 
悖 论 . 

直到 1900 年 ,虽然 在 古典 集合 论 中 出 现 了 如 上 所 述 的 一 些 悖 论 ,但 也 并 没有 
引起 数学 家 们 的 多 大 不 安 , 因 为 大 家 认为 悖 论 的 出 现 ,只 是 牵涉 到 集合 论 中 的 一 些 
较为 专门 的 技术 问题 ,只 要 作 些 技术 性 的 修改 或 调整 , 便 能 解决 问题 . 因而 在 这 种 
认识 之 下 ,不 仅 没有 为 悖 论 的 出 现 而 不 安 , 相 反 地 ,一 种 充满 安全 感 的 情绪 笼 章 着 
大 家 . 正如 文献 [162] 中 所 述 :“ 集 合 论 的 概念 是 逻辑 概念 ,而 且 一 般 认 为 集合 是 属 
于 逻辑 的 ,逻辑 的 理论 似乎 应 该 是 没有 矛盾 的 . 因此 , 归 约 到 了 集合 论 ,看 来 快要 达 
到 目的 了 . 的 确 , 在 1900 年 于 巴黎 召开 的 国际 数学 会 议 上 ,法 国 大 数学 家 Poincare 
宣称 :数学 的 严格 性 ,看 来 今天 才 可 说 是 实现 了 . 事实 上 , 当时 的 数学 家 都 喜气 洋 
洋 ,非常 乐观 . ”5065 以 前 ,对 于 非 欧 几 何 的 不 矛盾 性 、 欧 氏 几 何 的 不 矛盾 性 、 实 数论 
的 不 矛盾 性 等 ,人 们 虽然 不 能 马上 作出 证 明 , 但 大 家 都 相信 不 会 导致 蔬 盾 ,事实 上 ， 
也 从 未 遇 到 出 现 矛 盾 的 麻烦 . 9“ 现在 已 把 这 些 理论 的 不 矛盾 性 直接 间接 地 归 约 
到 集合 论 的 不 矛盾 性 ,以 致 人 们 更 加 相信 集合 论 绝对 不 会 出 现 矛 盾 . ”19 

然而 ,如 上 所 述 的 这 种 安全 的 想像 未 能 维持 多 久 , 事 隔 不 到 两 年 ,著名 的 Rus- 
sell 悖 论 被 公 诸 于 世 , 这 可 惊动 了 整个 西方 哲学 界 、 逻 辑 学 界 和 数学 界 . 因为 人 们 
对 Russell 悖 论 稍 加 分 析 ,就 会 看 出 ,只 要 用 逻辑 术语 来 替代 集合 论 术语 ,Russell 
悖 论 就 要 直接 牵涉 到 逻辑 理论 本 身 , 从 而 直接 冲击 了 数学 与 逻辑 这 两 门 一 向 被 认 
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为 是 最 严谨 的 学 科 , 这 就 使 数学 家 和 修 辑 学 家 不 得 不 去 认真 对 待 和 研究 悖 论 问题 
了 . 现 将 Russell 悖 论 陈 述 如 下 : 

集合 可 分 为 两 种 :一 种 是 本 身分 子 集 , 例 如 , “一切 概念 所 组 成 的 集 ”, 由 于 它 本 
身 也 是 一 个 概念 ,所 以 必 为 该 集 自身 的 一 个 元 素 . 又 如 “一 切 集 合 所 组 成 的 集合 ”也 
是 一 个 本 身分 子 集 ,因为 按 定义 知 任何 集 都 是 该 集 的 元 素 , 而 其 本 身 即 为 一 集合 ， 
因而 也 不 能 例外 地 为 该 集 ( 即 其 自身 ) 的 一 个 元 素 . 另 一 种 是 非 本 身分 子 集 , 即 其 本 
身 不 是 它 自身 的 元 素 . 例如 ,自然 数 集合 决 不 是 某 个 自然 数 , 因 此 自然 数 集合 NN 不 
可 能 是 NN 的 一 个 元 素 , 即 六 EN. 如 此 , 任 给 一 集 M, 则 M 要么 是 本 身分 子 集 , 即 
ME M, 要 么 是 非 本 身分 子 集 , 即 ME AM. 现 据 Cantor 的 概括 原则 ,可 将 一 切 非 本 号 
分 子 集 汇 集 起 来 构成 一 集 , 亦 即 

5={xr|r¥ 7). 

此 处 x 儿 x 表示 集合 z 不 是 它 日 身 的 元 素 , 即 z 为 一 非 本 号 分 子 集 . 男 外 ,我 们 也 
用 zEz 来 表示 集合 z 为 其 目 身 的 一 个 元 素 , 此 时 z 便 是 一 个 本 号 分 子 集 了 . 现在 
要 问 上 述 一 切 非 本 吴 分 子 集 (zGz) 构 成 的 集 三 是 哪 一 种 集合 ? 即 问 此 集 三 是 本 
身分 子 集 , 还 是 非 本 身分 子 集 ? 在 设 三 为 本 吴 分 子 集 , 则 王 为 其 自身 的 一 个 元 素 ， 
而 的 每 个 元 素 都 是 非 本 号 分 子 集 , 从 而 作为 之 元 的 5 也 必须 是 一 个 非 本 身分 
子 集 . 故 由 3 为 本 里 分 子 集 而 推 得 3 为 非 本 映 分 子 集 , 亦 即 由 SES 而 推出 553， 
或 者 说 由 具有 x Ez 的 性 质 推 得 具有 性 质 x 儿 zx, 总 之 矛盾 . 现 再 设 三 为 一 非 
本 和 冉 分 子 集 , 又 按 3 的 构造 可 知 ,任何 非 本 号 分 子 集 都 是 3 的 元 素 , 故 作为 非 本 
身分 子 集 亦 应 为 3 的 一 元 素 , 即 E53, 故 是 一 个 本 号 分 子 集 . 如 此 ,又 由 三 为 非 
本 里 分 子 集 而 推 得 5 为 本 刁 分 子 集 , 亦 即 由 5K3 而 推 得 EB3, 或 者 说 由 5 有 性 
质 x 儿 xz 而 推 得 5 具有 性 质 x Ex, 还 是 矛盾 . 亦 即 不 论 哪 种 说 法 都 说 不 通 . 这 就 是 
著名 的 Russell 屠 论 . 

Russell 舒 论 作 为 古典 集合 论 中 的 一 个 那 论 ,不 仅 很 快 发 现 它 可 化 归 为 最 基本 
的 逻辑 概念 的 形式 ,而 且 进 一 步 发 现 能 用 日 常 语言 来 表述 它 的 基本 原则 , Russell 
自己 就 在 1919 年 把 它 改 为 著名 的 “理发 师 那 论 ”, 现 陈述 如 下 : 

李 家 村 上 所 有 有 刊 胡 子 习惯 的 人 可 分 为 两 类 ,一 类 是 自己 给 自己 刮 胡子 的 ; 另 
一 类 则 是 日 己 不 给 自己 刮 胡子 的 , 李 家 村 上 有 一 个 有 刮 胡子 习惯 的 理发 师 自 己 约 
定 :“ 给 且 只 给 村 子 里 自己 不 给 自己 刮 胡子 的 人 刊 胡子 . ”现在 要 问 这 个 理发 师 自己 
是 属于 哪 一 类 的 人 ? 如 果 说 他 是 属于 自己 给 自己 刮 胡子 的 一 类 , 则 按 他 自己 的 约 
定 , 他 不 应 该 给 他 目 己 刮 胡子 ,因而 是 一 个 自己 不 给 自己 刮 胡子 的 人 . 再 设 他 是 属 
于 目 己 不 给 目 己 刮 衣 子 的 一 类 , 则 按 他 自己 的 约定 ,他 必须 给 他 自己 刮 胡子 , 因 之 
他 又 是 一 个 目 己 给 目 己 刮 裔 子 的 人 了 . 哪 种 说 法 都 说 不 通 ,这 就 是 所 谓 理 发 师 
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顺便 指出 ,Zermelo 也 曾 同 时 独立 地 发 现 了 这 个 悖 论 ,所 以 现 有 Rssell 呈 tr- 
melo 悖 论 之 称 . Russell 悖 论 的 出 现 , 不 仅 对 上 文 所 述 之 Poincaré 关于 “完全 的 严 
格 性 已 经 达到 ”这 个 说 法 是 一 个 否定 ,而 且 直 接 动摇 了 Poincare 企图 通过 集合 论 来 
为 微 积 分 奠基 的 信心 . 另外 ,有 如 Dedekind 正在 为 分 析 数 学 和 数论 奠基 而 著述 《 什 
么 是 数 , 其 意义 如 何 ?》 一 文 ,又 有 逻辑 学 家 兼 数学 家 Frege 的 巨著 《关于 算术 概念 》 
也 接近 完成 ,但 由 于 他 们 的 理论 ,都 涉及 集合 论 及 其 基本 概念 ,从 而 一 时 延 揭 了 所 
说 的 这 些 著作 的 出 版 . 特别 是 Frege 还 感慨 地 写 道 :对 于 一 个 科学 家 来 说 ,没有 一 
件 事 比 下 列 事实 更 为 扫兴 的 了 , 即 当 他 的 工作 刚刚 完成 的 时 候 , 突然 发 现 它 的 一 块 
基石 崩塌 了 下 来 , 当 本 书 ( 指 上 述 4 关 于 算术 概念 》 一 书 ? 的 印刷 快要 完成 的 时 候 ， 
Russell 先生 给 我 的 一 封 信 , 使 我 陷于 这 样 的 境地 . ”"* 

综 上 所 述 , 人 们 恰当 地 把 集合 论 悖 论 的 出 现 及 其 所 引起 的 争论 局 面 称 之 为 数 
学 的 第 三 次 危机 . 应 当 指出 ,在 一 定 程度 上 讲 , 数 学 第 三 次 危机 乃 是 前 两 次 危机 的 
发 展 和 深化 ,因为 集合 论 的 悖 论 所 涉及 的 问题 更 加 深刻 ,涉及 的 范围 更 为 广阔 . 
| 1. 4 近代 公理 集合 论 对 悖 论 的 解决 方案 

应 当 指 出 :“Russell 对 于 履 论 的 研究 很 有 贡献 ,这 是 许多 数学 家 和 人 逻辑 学 家 公 
认 的 ,虽然 他 的 理论 在 实践 上 造成 很 大 的 困难 ,但 现 有 的 一 些 解决 迟 论 的 方法 ,无 
不 渊源 于 Russell 早年 提出 的 见解 . %57 因为 Russell 是 从 本 质 上 ,而 不 是 从 个 别 
技术 性 细节 上 来 分 析 悖 论 的 , 亦 即 “Russell 把 Cantor 集合 论 所 导致 的 悖 论 剥 去 了 
一 切 数 学 上 技术 性 的 校 节 ,从 而 揭示 了 这 样 一 个 惊人 的 事实 , 即 我 们 的 逻辑 直觉 
(诸如 关于 真理 ,概念 ,存在 、 集 合 的 直觉 ) 是 自我 矛盾 的 . ”Russell 认为 :“ 一 个 
集合 可 以 用 两 种 方法 予以 定义 ,我 们 可 以 枚 举 它 的 元 素 …… 也 可 以 指明 它 的 性 
质 …… 那 种 枚 举 式 的 定义 称 为 外 延性 的 定义 ,而 那 种 指明 性 质 的 定义 方法 称 为 内 
涵 式 的 定义 .二 "3 基于 这 样 一 种 考虑 问题 的 准则 ,寻找 出 路 的 办 法 有 两 条 道路 可 
走 , 这 就 是 Russell 当年 所 指出 的 几 个 可 能 方向 中 的 被 称 之 白 “ 量 性 限制 理论 ”和 
“曲折 理论 "这样 两 个 方向 ,更 确切 地 可 称 之 为 “外 延 理论 ”和 “内 涵 理 论 ”. 对 于 
Russell 指出 的 曲折 理论 ,后 来 在 Quine 的 工作 中 得 到 了 阐发 ,至 于 量 性 限制 理论 ， 
其 最 主要 的 特性 就 是 对 于 全 集 或 无 限 之 关于 某 种 现象 的 概念 的 存在 性 加 以 限制 ， 
后 来 由 Zermelo 和 其 他 人 所 发 展 起 来 的 公理 化 集合 论 , 就 可 以 看 成 是 对 这 一 思想 
的 前 发 .… 此 外 , 随 着 悖 论 的 出 现 和 研究 ,人 们 也 曾 考虑 过 ,既然 作为 整个 经 典 数 
学 之 理论 基础 的 集合 论 是 自 相 矛盾 的 ,那么 能 否 干脆 把 那个 矛盾 百出 的 古典 集合 
论 抛 弃 掉 ,设法 为 数学 寻找 别 的 理论 作为 它 的 基础 ,但 经 探索 研究 ,发 觉 这 样 做 实 
在 太 难 了 . 还 不 如 立足 于 改造 古典 集合 论 ,使 之 能 以 自圆其说 . 因而 大 家 又 致力 于 
改造 古典 集合 论 了 . 迄 至 目前 为 止 , 归纳 起 来 “改造 的 方案 主要 有 二 :一 是 Russell 
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的 类 型 论 ; 二 是 Zermelo 的 公理 集合 论 . "56 关于 Russell 的 类 型 论 ,在 本 书 中 就 不 
讨论 了 ,在 本 节 中 ,我 们 将 分 析 讨 论 Zermelo 等 人 沿 着 Russell 指出 的 量 性 限制 论 
那个 方向 所 展开 的 工作 和 思想 方法 . 

自 Russell 悖 论 出 现 以 后 ,Zermelo 想 借助 于 他 所 说 的 “划分 公理 ”( 也 称 分 出 
公理 或 子 集 公理 ) 来 排除 它 ( 或 说 给 出 解释 方法 ) ,至 于 该 法 是 否 有 效 , 尚 要 看 他 的 
具体 做 法 再 作 定 论 . 

划分 公理 ” 任 给 一 集 L 和 一 性 质 p, 则 集合 工 中 一 切 满足 性 质 p 的 元 素 可 以 
汇集 起 来 构成 一 集 卫 , 即 FP= {x|xEL&p(lx)) 为 一 集合 . 

此 处 的 性 质 p ,当然 是 Cantor 意义 下 能 以 用 来 造 集 的 精确 性 质 , 即 一 元 谓词 . 
对 此 ,请 参阅 本 书 1. 1 节 中 关于 概括 原则 之 讨论 的 相关 内 容 . 

根据 划分 公理 ,可 证 下 述 定 理 为 真 . 

定理 ” 任 给 一 集 工 , 必 有 工 的 一 个 子 集 卫 , 它 不 是 工 的 元 素 , 即 总 有 TSCL&T 
EL. 

证 明 设 工 为 任 给 的 一 个 集合 ,又 令 XX 为 上 述 划 分 公理 中 所 说 的 性 质 p， 
则 由 上 述 划 分 公理 可 知 TFT= 王 (zlzEL&zEz) 为 一 集 , 显 然 , 卫 为 工 的 一 个 子 集 , 现 
证 工 不 是 1 的 一 个 元 素 , 即 要 证 4 上 . 否则 , 铬 设 TEL, 即 栈 为 L 的 一 个 元 素 . 由 
于 集合 上 L 中 的 任何 元 素 , 要 么 具有 性 质 zz, 要 人 么 不 具有 性 质 x 人 x, 从 而 具有 性 
质 xE€x, 无 一 例外 , 现 既 已 设 定 TEL, 则 械 也 不 例外 , 它 要 么 具有 性 质 x 全 x, 即 芽 
为 一 非 本 身分 子 集 , 即 有 GE 卫 ,要 么 卫 有 具有 性 质 zEz, 即 三 为 一 本 身分 子 集 , 即 有 
TEL,. 

我 们 先 设 三 有 性 质 x 对 x, 又 因 我 们 假设 有 EL, 故 全 具有 性 质 TEL& rz， 
根据 醋 的 构造 可 知 丁 为 荆 的 一 个 元 素 , 从 而 PED, 即 卫 具 有 性 质 zEz, 克 盾 . 

我 们 再 设 卫 具有 性 质 zEz, 即 ET, 故 丁 为 本 的 一 个 元 素 , 但 因 丁 的 每 一 元 
素 均 有 性 质 TEL&zr&Fzr, 故 作为 荆 之 元 素 的 荆 也 不 例外 , 亦 应 具有 性 质 zE 工 人 > 
儿 EX, 故 研 有 性 质 x+ 儿 xz, 又 矛盾 . 

总 之 ,在 原 设 TEL 的 前 提 下 , 哪 种 说 法 都 导致 矛盾 . 故 原 设 不 能 成 立 . 故 丁 不 
是 工 的 元 素 . 

有 了 上 述 定理 , 即 可 证 明 Russell 悖 论 中 的 那个 “一 切 非 本 身分 子 集 的 “ 集 ’5” 
不 是 一 个 集合 . 否则 ,者 设 = {zx|x 锋 x) 为 一 集合 . 则 由 定理 可 知 ,2 必 有 一 子 集 T 
不 是 3 的 元 素 , 亦 即 应 有 

TCESE&TES. (人 ) 
既然 5 为 一 集合 , 厂 又 是 它 的 子 集 ,于 是 应 承认 醋 是 一 个 集合 ,从 而 可 问 荆 是 本 身 
分 子 集 , 还 是 非 本 身分 子 集 . 车 设 丁 为 本 身分 子 集 , 则 有 TET, 但 因 T 和 5, 故 推 知 丁 
E53, 蔬 盾 于 上 述 ( 介 ). 青 设 矿 为 非 本 身分 子 集 , 则 因为 一 切 非 本 身分 子 集 汇集 
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起 来 构成 的 集合 ,从 而 工 必 为 2 的 一 个 元 素 , 故 TES, 又 矛盾 于 上 述 ( x ) ,总 之 哪 
种 说 法 都 导致 矛盾 ,这 表示 原 设 二 {x|zx 久 zx) 为 集合 一 事 不 能 成 立 . 从 而 不 是 
集合 . 既然 3= (zl1zEz} 根 本 不 是 集合 , 那 也 不 能 问 三 是 本 身分 子 集 还 是 非 本 喘 
分 子 集 ,从 而 也 就 谈 不 上 Russell 悖 论 的 出 现 和 存在 了 . 

这 样 一 来 ,从 表面 上 看 ,似乎 只 要 承认 划分 公理 , Russell 那 论 就 能 排除 ,或 者 
说 就 能 给 出 Russell 悖 论 的 一 种 解释 方法 ,其 实 不 是 这 样 简 单 . 人 们 要 问 ,划分 公理 
是 和 那些 原始 概念 .推理 原则 和 基本 原理 结合 起 来 进行 推理 的 . 否则 , 仪 由 一 条 划 
分 公理 ,不 要 说 进行 推理 , 连 它 自身 的 陈述 也 不 可 能 . 所 以 “只 要 承认 划分 公理 , 便 
可 给 出 Russell 悖 论 的 解释 方法 ,或 者 就 能 排除 Russell 导论” 这 种 孤立 的 说 法 ,不 
只 是 粗糙 的 ,几乎 可 以 说 是 错误 的 . 实际 上 , 必须 配 以 一 整套 的 原始 概念 和 推理 原 
则 , 亦 即 要 有 一 个 公理 系统 ,其 中 包括 划分 公理 在 内 ,我们 能 够 证 明 Russell 履 论 不 
在 这 个 系统 中 出 现 . 

现在 ,让 我 们 考虑 一 下 概括 原则 与 划分 公理 之 间 的 关系 ,显然 ,Zermelo 的 划 
分 公理 不 过 是 Cantor 之 概括 原则 的 一 个 简单 的 推论 ,因为 只 要 承认 概括 原则 ,我 
们 可 将 划分 公理 中 构造 厂 的 zxEL&p(zx) 视 为 一 个 整体 ,并 看 成 是 概括 原则 用 以 造 
集 的 某 种 性 质 p, 那 么 就 得 承认 

T={zx|rEL&p(r)} 
为 一 集合 . 所 以 ,在 承认 概括 原则 的 前 提 下 ,那个 所 谓 划分 公理 便 自然 成 立 , 无 需 作 
为 公理 引入 . 但 是 反 过 来 是 不 一 样 的 ,概括 原则 决 不 是 划分 公理 的 推论 ,因为 划分 
公理 必须 预先 设 定 存在 一 个 集合 L 为 前 提 , 概 括 原 则 造 集 却 没有 此 要 求 . 

这 样 一 来 ,如 果 从 承认 概括 原则 这 个 前 提出 发 ,一 方面 由 概括 原则 直接 推 知 
Russeil 悖 论 中 的 那个 2 二 {x|x 锋 x} 为 一 集合 , 男 一 方面 却 又 由 概括 原则 而 推出 划 
分 公理 ,从 而 由 上 文 所 论 而 推 知 = {x|x 攻 zx) 根本 不 是 集合 . 这 表明 从 概括 原则 
这 个 前 提出 发 , 既 可 以 推出 A, 又 能 推出 一 A, 由 此 而 普遍 怀疑 ,这 个 概括 原则 本 身 
就 是 自 相 亨 盾 的 ,自然 就 是 导致 悖 论 的 祸根 了 . 

骨 举 一 例 , 一 方面 由 概括 原则 可 导出 划分 公理 ,又 由 此 而 可 证 明 “ 任 一 集合 必 
有 一 子 集 不 是 它 的 元 素 ”. 从 而 又 可 有 下 面 的 结论 : 

Cantor 悖 论 中 的 那个 上 二 {x|zx 为 一 集 } 不 是 集合 . (x) 

否则 , 知 设 三 为 一 集 , 则 瑟 必 有 一 子 集 卫 不 是 互 的 元 素 . 但 既然 已 设 下 为 一 
集 , 那 么 上 的 子 集 T 厂 当然 也 是 一 个 集合 ,那么 按照 五 的 定义 与 构造 , 必 有 PE 五 ,这 
就 矛盾 于 本 不 是 上 的 元 素 了 . 所 以 这 个 不 是 集合 . 

为 一 方面 ,由 概括 原则 和 令 “ 和 集合 ”为 造 集 的 性 质 p, 必 有 结论 : 

Cantor 那 论 中 的 那个 二 {xz|xz 为 一 集 } 是 一 个 集合 . Cx) 

如 此 ,由 概 插 原 则 这 个 前 提出 发 ,又 推出 了 互相 矛盾 的 (* ) 和 (x ) 这 样 两 个 
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具体 的 结论 ,矛盾 的 焦点 再 次 集中 到 概括 原则 这 个 Cantor 用 以 造 集 的 思想 方法 上 
去 了 . 然而 问题 究竟 出 在 什么 地 方 ,似乎 又 突出 地 表现 在 “一 切 集合 汇集 在 一 起 ”或 
者 “一 切 非 本 身分 子 集 汇 集 在 一 起 ?究竟 能 不 能 构成 集合 这 样 一 个 问题 ,致使 大 家 
进一步 认为 :概括 原则 所 肯定 的 那 种 造 集 的 任意 性 似 应 加 以 适当 的 限制 . 不 论 如 
何 , 概 括 原则 都 是 导致 悖 论 的 祸根 ,应 当 把 它 抛弃 或 修改 ,这 已 逐渐 深入 人 心 了 . 

但 在 这 里 ,我们 却 要 郑重 提出 一 点 异议 ,固然 如 上 文 所 论 ,由 概括 原则 这 个 前 
提出 发 ,能 以 推出 A 和 一 A 两 个 互相 矛盾 的 命题 . 以 致 普遍 怀疑 概括 原则 本 身 可 能 
有 问题 ,如 果 只 是 怀疑 , 则 不 仅 可 以 理解 ,甚至 是 无 可 非议 的 . 但 者 由 此 绪论 ,一定 
是 概括 原则 这 个 思想 方法 的 问题 , 它 无 疑 是 导致 悖 论 的 祸根 , 那 就 不 是 无 可 非议 ， 
而 是 可 以 提出 异议 了 ,即使 如 下 文 将 要 论 及 的 那样 ,立足 于 修改 概括 原则 而 去 给 出 
悖 论 的 解释 方法 已 经 取得 一 定 成 效 的 情况 下 ,还 是 可 以 提出 异议 的 . 因为 虽说 从 概 
括 原 则 这 一 前 提出 发 ,推出 了 互相 矛盾 的 结论 . 但 知 孤 立地 只 有 一 条 概括 原则 ,能 
进行 推理 吗 ? 从 概括 原则 到 矛盾 命题 的 出 现 , 不 仅 是 一 个 过 程 , 而 且 需 要 一 整套 的 
基本 概念 和 推理 原则 与 之 配套 并 进行 推理 ,如 此 推出 了 矛盾 ,就 一 定 只 能 是 概括 原 
则 的 问题 ,为 什么 不 可 能 是 与 之 配套 的 某 个 别 的 推理 原则 出 了 问题 ,或 者 也 可 能 是 
概括 原则 与 某 几 个 其 他 配套 原则 都 有 些 问题 ,总 之 , 仅 由 前 文 所 论 而 把 导致 悖 论 的 
责任 完全 归结 到 概括 原则 有 问题 的 根据 并 不 充分 ,对 此 ,我 们 认为 还 是 可 以 考虑 ， 
并 值得 再 作 探 索 与 研究 的 . 当然 ,对 于 本 书 而 言 ,这 不 过 是 一 段 题 外 之 言 而 已 . 

现在 ,还 是 让 我 们 言 归 正文 . 后 来 ,Zermelo 首先 构造 公理 系统 ,在 限制 概括 原 
则 之 造 集 的 任意 性 原则 下 ,形成 了 一 个 没有 概括 原则 ,但 包括 划分 公理 在 内 的 集合 
论 公理 系统 . 在 该 系统 内 ,只 承认 按 系 统 中 公理 所 允许 的 限度 内 构造 出 来 的 集 才 是 
系统 中 的 集合 ,否则 , 当 造 集 依据 超出 系统 中 各 公理 所 要 求 的 限度 时 ,就 不 承认 它 
是 系统 中 的 集合 . 该 系统 能 对 历史 上 既 经 出 现 的 二 值 逻辑 数学 悖 论 给 出 解释 方法 ， 
即 它们 不 会 在 系统 内 出 现 . 

Zermelo 于 1908 年 建立 了 他 的 集合 论 公 理 系 统 后 ,几经 改进 . 最 后 由 Fraenkel 
与 Skolem 在 1921 一 1923 年 间 给 出 了 一 个 严格 的 解释 ,进而 形成 著名 的 ZF 系统 ， 
ZF 系统 是 承认 选择 公理 的 ,通常 也 写成 ZFC 系统 ,其 中 英文 字母 C 表示 该 系统 接 

如 所 知 ,我 们 曾 在 文献 L110] 中 讨论 过 经 典 二 值 逻 辑 的 命题 演算 系统 和 谓词 演 
算 系统 . ZFC 系统 是 以 二 值 逻 辑 演算 系统 为 其 配套 之 逻辑 工具 的 . 在 这 里 ,我 们 对 
ZFC 系统 的 形式 语言 与 逻辑 演算 的 公理 、 推 理 规 则 等 就 略 而 不 禾 了 ,但 将 该 系统 的 
各 个 非 逻辑 公理 作 一 介绍 ,借以 对 这 一 系统 的 基本 面貌 有 一 概略 的 了 解 . 最 后 还 要 
对 ZF 系统 作 一 简短 的 一 般 性 评述 . 

关于 ZFC 系统 的 陈述 有 许多 版 本 ,在 这 里 ,我 们 采用 Herberr B. Enderton 所 
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著 的 Elements Of Set Theoty 一 书 中 的 陈述 形式 ,在 该 书 之 末 所 附 的 公理 表 中 , 包 
括 了 外 延 . 空 集 、 配 对 、 并 集 、 知 集 、 子 集 ( 即 划分 ) 无穷 .选择 .替换 .正则 等 10 条 非 
逻辑 公理 ,我 们 将 按 这 些 公 理 在 该 书 中 的 出 处 一 一 笔录 ,有 的 再 写 出 其 为 外 通用 的 
表达 式 ,特别 重要 的 是 给 出 这 些 公理 的 自然 语言 的 素 朴 解释 . 

外 延 公 理 VAVBLYVzx(xEAOrEB) 二 A==Bj. 

该 公理 说 ,如 果 两 个 集合 有 完全 相同 的 元 素 , 则 它们 相等 . 

空 集 公 理 jCBVrXr& 0. 

通常 也 表达 为 ”Ij 名 YXx(X&E0). 

该 公理 表示 无 条 件 地 承认 存在 一 个 不 含 任何 元 素 的 集合 , 即 存在 一 个 集合 , 任 
何 对 象 都 不 是 它 的 元 素 . 

对 偶 公 理 VYVxVvndjBYVYzrCzrEBezr 一 x 或 Xx 二 vw). 

该 公理 指出 ,对 于 任何 集合 与 v, 总 存在 一 个 集合 , 恰 以 4 与 v 为 它 的 元 素 . 

并 集 公理 (初级 形式 ) VaVbIjBVx(x€E BOxrEa 或 xE0). 

该 公理 认为 ,对 任何 两 个 集合 a 和 2 ,存在 一 个 集合 , 它 的 元 素 或 者 属于 4a, 或 
者 属于 65, 或 者 属于 两 者 . 

之 集 公 理 Va3j BYVr(rE BSEOrCa). 

该 公理 指出 ,对 任意 集合 a, 存 在 一 个 集合 , 它 的 元 素 恰好 是 a 的 一 切 子 集 . 当 
然 , 这 里 的 zxSa 还 可 表达 为 Vt(1E€E x>t€Ea). 

子 集 公理 ”对 每 一 个 不 包含 B 的 公式 ;如 下 的 表达 式 是 公理 : 

Vi Vt YCjdBYVr(rEBOrECK ). 

奇 用 自然 语言 叙述 ,这 个 公理 断言 (对 任意 ,…, 刀 和 C) 存 在 这 样 的 一 个 集合 
B, 其 元 素 正 好 是 C 中 所 有 使 得 那个 不 包含 B 的 公式 成 立 的 那些 元 素 x. 
于 是 ,自然 得 出 B 是 C 的 子 集 ( 子 集 公 理 之 名 由 此 而 来 ). 集合 B 被 (11,…,t 和 C) 
唯一 确定 . 并 可 用 抽象 记号 的 变形 B=={rE€ECI| } 来 给 它 命 名 , 子 集 公理 也 
叫做 划分 公理 或 分 出 公理 . 

并 集 公理 (高 级 形式 ) 

Vr[r€E BEO(ILE ArEL], 


通常 也 表达 为 
VAjIBVzxILrEBEOILLEACrEDL)]. 
该 公理 说 ,对 任意 集合 A, 存 在 一 个 集合 B, 它 的 元 素 正好 是 A 的 元 素 的 元 素 
全 体 . 
定义 1 对 任何 集合 a, 它 的 后 继 xf 定义 为 
a =alj {a}. 
定义 2 ”如果 集合 A 满足 如 下 条 件 : 
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(DG EA, 
(2) Ya(a€E A>>a' € A), 
则 称 该 集 A 为 一 归纳 集 . 其 中 条 件 (2) 也 叫做 集合 A 在 后 继 下 封闭 , 即 对 每 个 eE 
A, 总 是 ar EA, 亦 即 如 果 a 是 A 的 元 素 , 则 a 的 后 继 a 也 必 为 A 的 元 素 . 
虽然 我 们 还 没 给 出 “无 限 ” 的 形式 定义 ,但 实际 上 已 经 看 到 ,任何 一 个 归纳 集 将 
是 无 限 的 . 但 我 们 至 今 还 没有 提供 无 限 集 的 存在 性 公理 ,同时 也 无 法 证 明 任何 归纳 
集 的 存在 . 我 们 将 以 公理 的 形式 来 保证 归纳 集 的 存在 . 
无 穷 公理 (3 了 4)CEA&LVaE4=>a €A], 
JjJA(GEAL Ya(aE Awa! € A)). 
该 公理 指 的 是 无 条 件 承认 归纳 集 的 存在 . 
选择 公理 
VA(CA 和 OAVaCaEA 
一 天 四 ) 人 LVaVYpaEADOEGACazp 
之 4 门 25 尖 了 ) 之 了 BOzEBB 
>IbCLEACLrTELELN B= {x)))). 
该 公理 说 , 设 A 是 这 样 一 种 集合 :(a) A 是非 空 集合 ,并 且 A 的 每 个 元 素 都 是 
非 空 集合 ,(b)A 的 任何 两 个 不 同 的 元 素 不 相交 . 那么 存在 一 个 集合 B, 恰 以 A 的 每 
个 元 素 中 的 一 个 元 素 的 全 体 构成 ( 即 对 每 个 5€ A,b 门 B 是 某 个 xz 的 单元 集 {x)). 
关于 选择 公理 ,有 多 种 等 价 形式 ,文献 [L111]46. 5 市 对 此 作 了 专门 的 分 析 讨 论 ， 
有 兴趣 的 读者 不 妨 参 阅 之 . 
替换 公理 
VALCY XEAD YY Vy2 (p(x, ) &- px, y2) 
>y=y)>jBYy(yE BO(IrE A , y))], 
通常 也 表达 为 
VA[(VzrYV yi V ys (rEAC or, y! ) Bp(x, ys) 
>y=y)>IBVy(yE BO jr(rE A)vp(zr, y)) |]. 
此 处 应 注意 ,B 不 在 公式 p(x») 中 出 现 
现 将 替换 公理 译 成 自然 语言 :我 们 把 公式 g(x,y) 读 为 “zx 提名 y”, 则 该 公理 的 
前 提 说 :“ 任 给 集合 A,A 的 每 个 元 素 至 多 提名 一 个 对 象 出 ”而 该 公理 的 结论 是 说 : 
“所 有 被 集合 A 之 元 素 所 提名 的 那些 对 象 可 以 汇集 起 来 构成 一 个 集合 B. ”公理 之 
名 称 "和 蔡 换 "反映 了 集合 A 中 的 每 个 元 z, 由 它 的 被 提名 者 (如 果 有 的 话 ) 所 代替 而 


四 此 处 (VzVYyVCrzEA&pz yl )& g(x, Yy2) yl 二 yz ) 叫 做 集合 A 是 单 值 的 . 


1.4 近代 公理 集合 论 对 悖 论 的 解决 方案 
产生 了 集合 B 这 样 一 种 思想 . 
正则 公理 (VA 六 )(jm€EA)mf1A==2， 
也 可 表达 为 YA(A 交 2 二 mE (mE€EA&mfNA= 2)). 

该 公理 说 ,每 个 非 空 集合 A, 至 少 有 一 个 元 素 m, 使 得 mx 与 A 无 公共 元 素 . 

从 上 述 ZFC 系统 的 这 些 非 逻 辑 公 理 的 内 容 来 看 ,Zermelo-Fraenkel 构造 ZFC 
系统 的 思路 和 中 心目 标 , 仍 在 于 为 分 析 学 葛 定 严格 的 基础 ,如 前 文 所 述 , 微 积 分 的 
基础 ,通过 Cauchy 到 Dedekind 归 约 到 了 实数 论 , 而 实数 论 的 不 予 盾 性 又 归 约 于 集 
合 论 的 不 矛盾 性 . 那么 ZFC 系统 按 如 下 路 线 去 为 微 积 分 英 基 , 这 就 是 由 无 穷 公理 
来 保证 自然 数 集合 的 合法 性 (对 此 ,读者 可 参阅 文献 L111j]4. 1 节 , 在 那里 ,详细 讨 
论 了 如 何 从 集合 论 概 念 出 发 ,用 构造 性 方法 去 建立 自然 数 系统 等 ) ,再 由 和 窜 集 公理 
导致 实数 集 的 合法 化 ,然后 再 由 子 集 公 理 来 保证 实数 集中 满足 性 质 p 的 元 素 所 组 
成 之 子 集 的 合法 性 ,这 样 一 来 ,只 要 ZFC 系统 无 矛盾 ,严格 的 微 积 分 理论 就 能 在 
ZFC 公理 集合 论 上 建立 起 来 了 . 但 是 ,问题 在 于 ZFC 系统 本 身 的 无 矛盾 性 至 今 没 
有 被 证 明 ,因而 不 能 保证 该 系统 今后 一 定 不 出 现 新 的 悖 论 . 当然 ,对 于 历史 上 既 经 
出 现 的 种 种 二 值 逻辑 数学 悖 论 都 能 在 ZFC 系统 中 给 出 解释 方法 , 亦 即 这 些 悖 论 不 
在 其 中 出 现 , 而 且 ZFC 系统 一 直 展 开 到 今天 ,也 没有 发 现 新 的 矛盾 . 尽管 如 此 ， 
Poincaré 指出 :我 们 设置 栅栏 ,把 羊 群 围 住 , 免 受 狼 的 侵袭 ,但 也 很 可 能 在 围 栅 栏 
时 ,就 已 经 有 一 条 披 着 羊皮 的 狼 被 围 在 其 中 了 . 所 以 怎 能 保证 今后 一 定 不 出 问题 
呢 ? 总 之 ,Zermelo 的 解释 方法 或 避免 悖 论 的 方案 ,应 该 说 取得 了 相当 大 的 成 效 ， 
然而 不 仅 没 有 彻底 解决 问题 ,而 且 还 有 其 他 遗留 问题 ,例如 ,对 概括 原则 的 限制 过 
多 ,在 避免 悖 论 的 同时 ,失去 了 诸多 合理 内 容 等 ,因而 难以 今 人 满意 . 


第 2 章 ”关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 


| 2. 1 模糊 性 与 模糊 数学 


如 所 知 ,模糊 数学 是 20 世纪 60 年 代 由 美国 著名 的 控制 论 专家 Zadeh 创立 并 
发 展 起 来 的 一 个 新 兴 数 学 分 支 . 现在 ,无 论 在 理论 研究 方面 ,还 是 在 应 用 研究 方面 ， 
模糊 数学 都 已 取得 了 长 足 的 发 展 . 模糊 集合 论 .模糊 拓扑 、 模 糊 测 度 等 名 词 在 数学 
文献 中 已 屡见不鲜 ;模糊 控制 .模糊 决策 ,模糊 评判 等 方法 也 已 为 各 部 门 专业 人 员 
所 经 常 使 用 ;模糊 洗衣 机 模糊 空调 之 类 的 家 用 电器 更 是 早已 面世 ,并 与 传统 电器 
产品 争夺 市 场 . 总 之 ,模糊 数学 30 年 来 发 展 迅 速 , 已 经 不 再 是 它 刚 刚 诞 生 之 际 那 
样 ,被 某 些 传统 数学 家 拒 之 于 数学 家 族 门 外 , 并 为 自己 能 争 得 一 席 之 地 而 四 方 呼 
吁 . 既然 如 此 ,为 何 还 要 提出 “模糊 数学 之 理论 基础 ?这 种 问题 呢 ? 可 能 有 人 认为 ， 
模糊 数学 既 在 理论 上 获得 了 深刻 的 发 展 , 又 有 广泛 的 应 用 成 果 , 难道 它 的 基础 还 不 
牢固 吗 ? 至 今 还 去 讨论 模糊 数学 的 黄 基 问题 ,是否 已 属 多 此 一 举 . 须知 数学 可 以 先 
长 树枝 ,并 且 开 花 结 果 ,然后 再 回 过 头 去 扎根 ,或 者 说 数学 可 以 先 构 作 “ 空 中 楼 阁 ”， 
然后 再 去 打 牢 地 基 , 这 也 可 认为 是 数学 学 科 发 展 的 一 大 特色 . 数学 史上 这 种 情况 举 
不 胜 举 , 微 积 分 的 黄 基 问题 便 是 如 此 . 如 所 知 ,18 世纪 的 微 积分 ,在 天 文学 .力学 、 
物理 学 和 工程 科学 等 众多 学 科 中 的 应 用 都 取得 了 巨大 成 功 ,但 在 当时 连 什 么 是 无 
穷 小 都 说 不 清 , 更 谈 不 上 什么 是 微 积 分 的 理论 基础 了 ,直到 19 世纪 , Cauchy 和 
Weierstrass 等 才 把 微 积 分 莫 定 在 极限 论 的 基础 上 , 亦 即 直到 那 时 才 给 微 积分 找到 
一 个 合理 的 基础 . 模糊 数学 也 是 一 样 ,虽然 它 已 在 各 个 方面 都 取得 了 长 足 的 发 展 ， 
但 其 理论 基础 究竟 是 什么 ? 却 至 今 没有 一 个 统一 的 认识 . 本 书 第 1 章 讨 论 的 是 精 
确 性 经 典 数 学 之 理论 基础 问题 ,而 在 本 章 中 ,我 们 将 专门 讨论 一 下 模糊 数学 (或 称 
非 经 典 数 学 ) 的 理论 基础 问题 ,这 对 于 了 解 和 认识 模糊 数学 的 发 展 将 是 有 益 的 . 

数学 是 从 量 的 侧面 去 探索 和 研究 客观 世界 的 一 门 科学 . 数学 有 精确 性 的 特点 ， 
这 种 认识 也 由 来 已 久 . 天际 中 行星 的 位 置 可 借助 于 数学 公式 计算 出 来 ,定向 爆破 中 
的 泥 石 , 可 借助 数学 方程 设计 的 要 求 被 抛洒 到 指定 地 点 . 因此 ,一 讲 到 “ 量 ”, 似 乎 就 
意味 着 精确 和 准确 “定量 分 析 ?” 是 针对 不 精确 的 “定性 分 析 ? 而 言 的 . 如 此 看 来 , 数 


由 于 本 章 所 涉及 的 模糊 系统 .ZB 系统 .中 介 系 统 等 是 不 同 的 系统 , 故 本 章 中 各 节 的 定理 和 定义 各 自 独 
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2.1 模糊 性 与 模糊 数学 
学 似乎 从 来 就 是 与 精确 相伴 ,而 与 模糊 无 缘 . 这 样 的 认识 不 仅 由 来 已 入 ,而 且 随 看 
精确 性 数学 在 各 方面 的 应 用 所 取得 的 巨大 成 功 而 日 益 强 化 ,以 致 人 们 在 任何 地 方 
使 用 数学 工具 时 ,总 是 首先 想到 如 何 将 自身 之 各 种 概念 和 关系 精确 化 和 严密 化 , 那 
些 一 时 难以 精确 化 的 学 科 或 领域 ,似乎 统统 成 为 没有 数学 用 武之 地 的 异域 . 

其 实 , 量 性 概念 并 不 总 是 精确 的 ,诸如 多 、 少 、 高 . 低 , 快 . 慢 ……… 也 都 是 刻画 事 
物 之 量 的 侧面 的 量 性 概念 ,而 这 些 量 性 概念 之 不 精确 性 是 显然 的 , 指 着 一 堆 物 品 ， 
何谓 多 ,何谓 少 , 谁 能 精确 地 划 个 界线 ? 有 一 个 古 背 相传 的 那 论 :因为 从 一 大 堆 沙 
子 中 取 走 一 粒 沙子 , 仍 不 失 其 为 一 大 堆 沙 子 , 这 是 一 个 大 家 都 可 接受 的 命题 ,不 妨 
记 为 (x ). 现在 我 们 就 不 断 地 .一 粒 一 粒 地 从 这 一 大 堆 沙 子 中 取 走 沙子 ,并 且 反 复 
运用 上 述 命题 C(x* ) ,那么 ,即使 一 直 取 到 只 剩 下 几 粒 沙子 ,但 是 根据 命题 C* ) 可 知 ， 
这 仍然 是 一 大 堆 沙 子 , 然 而 这 却 明显 与 事实 不 符 . 故 为 一 悖 论 . 这 就 和 本 书 1.2 节 
开头 所 论 及 的 那样 ,公理 和 推理 过 程 看 上 去 是 合理 的 ,但 推理 的 结论 却 又 违背 客观 
实际 ,但 要 注意 的 是 :尽管 刚才 所 说 的 取 沙 子 悖 论 与 古代 的 Zeno 迟 论 同属 这 种 意 
义 下 的 一 类 悖 论 ,但 是 Zeno 悖 论 与 取 沙 子 悖 论 在 性 质 上 又 大 异 其 趣 , 两 者 不 可 等 
同 视 之 . 所 说 的 取 沙 子 悖 论 还 可 这 样 那样 地 变形 ,其 中 “秃头 悖 论 ” 便 是 著名 一 例 ， 
因为 一 个 人 拔 掉 一 根 或 长 出 一 根 头 发 是 不 会 改变 这 个 人 是 或 不 是 秃头 这 一 事实 
的 ,这 也 是 一 个 可 公认 的 命题 . 于 是 ,对 于 一 个 头发 长 得 非常 浓密 的 人 来 说 ,他 当然 
不 是 秃头 ,现在 我 们 就 在 这 个 人 头 上 一 根 一 根 地 拔 头发 ,那么 根据 所 说 的 命题 , 即 
使 拔 到 他 头 上 只 一 3 根 头 发 ,其 或 全 部 拔 光 ,根据 所 说 的 命题 ,他 依然 不 是 秃头 . 从 
推理 的 角度 看 ,推理 过 程 没 有 问题 ,但 推理 结果 却 违 背 客观 事实 , 故 为 一 悖 论 . 但 这 
种 悖 论 的 性 质 又 与 Zeno 那 论 不 同 ,这 里 的 问题 并 不 涉及 无 穷 级 数 求 和 之 类 的 命 
题 . 那么 ,这 里 的 问题 出 在 什么 地 方 ? 其 根本 原因 在 于 像 “ 一 大 堆 ”“ 很 多 ”“ 很 
少 ”“ 秃 头 “( 即 “头发 很 少 ”) 等 刻画 事物 之 量 的 侧面 的 概念 本 身 具 有 模糊 性 ,但 我 
们 在 上 文 所 论 之 命题 和 推理 过 程 中 , 却 把 这 些 具 有 模糊 性 的 量 性 对 象 一 如 既往 地 当 
做 精确 性 量 性 对 象 那 样 地 去 处 理 了 . 实际 上 ,诸如 "一 大 堆 ” 和 " 秃 ” 这 类 概念 是 界限 不 
分 明 的 . 你 能 规定 不 少 于 一 万 粒 沙子 是 一 大 截 , 那 么 九 千 包 百 九 十 九 粒 呢 ?” 就 不 能 称 
为 一 大 堆 了 ?这 显然 是 说 不 通 的 . 你 能 说 一 个 人 头 上 有 20 000 根 头发 不 算 秃 头 , 那 
19 900 根 头 发 又 如 何 ?” 亦 即 多 少 粒 算 一 大 堆 , 多 少 粒 不 是 一 大 堆 , 又 多 少 根 头 发 不 算 
秃头 ,多 少 根 头发 算 苑 头 , 这 些 都 是 说 不 清 的 ,或 者 说 没有 一 个 分 明 的 界限 . 

既然 模糊 的 量 性 对 象 是 客观 存在 的 ,那么 过 去 的 精确 性 经 典 数学 为 什么 认为 
量 性 对 象 总 是 精确 的 呢 ? 其实 这 是 认识 上 的 一 种 历史 局 限 , 或 是 一 种 故意 地 视 而 
不 见 , 因 为 一 旦 涉及 模糊 的 量 性 对 象 ,许多 判断 不 好 叙述 ,许多 推理 难于 进行 ,直至 
许多 结果 不 能 明确 ,以 致 一 幅 精 确 完整 的 数学 绘画 变 得 支离破碎 ,这 是 大 家 所 不 愿 
看 到 的 ,所 以 干脆 就 把 模糊 量 性 对 象 拒 之 于 经 典 数 学 的 大 门 之 外 . 
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其 实 , 纵 观 数学 历史 的 发 展 , 数 学 研究 对 象 也 是 在 不 断 地 扩充 之 中 丰富 起 来 
的 . 而 于 历史 的 局 限 ,对 某 些 量 性 对 象 ,往往 无 法 去 作 数 学 的 描述 和 分 析 , 以 至 于 其 
不 成 为 数学 研究 对 象 ,从 数学 史 的 角度 看 ,这 是 常 有 的 事 . 例如 , 古 希腊 的 Pythago- 
ras 学 派 原先 只 研究 有 理 数 ,当时 对 无 理 数 毫 无 认识 ,因而 无 理 数 在 当时 也 不 是 数 
学 的 研究 对 象 ,后 来 由 于 Hippasus 的 发 现 , 才 促进 了 无 理 数 的 诞生 (参阅 本 书 1. 3 
节 中 的 相关 内 容 ) ,无 理 数 也 就 随 之 成 为 数学 研究 对 象 了 . Cantor 以 前 的 数学 家 ,只 
研究 有 限 或 潜 无 限量 性 对 象 ,而 实 无 限量 性 对 象 不 是 数学 研究 对 象 , 直到 Cantor 
古典 集合 论 的 诞生 , 实 无 限量 性 对 象 才 成 为 数学 研究 对 象 . 随机 性 量 性 对 象 原先 也 
不 是 数学 研究 对 象 , 但 它 最 终 还 是 进入 了 数学 领域 ,这 就 是 概率 论 这 个 重要 的 数学 
分 支 的 诞生 2. 如 此 看 来 ,模糊 量 性 对 象 被 精确 性 经 典 数学 拒 之 门 外 , 并 不 意味 着 
它 不 能 成 为 数学 研究 对 象 ,只 是 数学 暂时 还 没有 研究 和 处 理 它 的 办 法 . 直到 1965 
年 ,Zadeh 首次 引入 模糊 集 的 概念 ,数学 才 真 正 开始 直接 面 对 模 糊 性 量 性 对 象 , 数 
学 的 发 展 进 入 了 数学 研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩充 时 代 . 

所 谓 直 接 面 对 模糊 性 量 性 对 象 ,其 含义 是 : 

(1) 直接 承认 模糊 性 量 性 对 象 也 是 一 种 数学 研究 对 和 象 , 不 再 把 它 拒 之 于 数学 
大 门 之 外 . 

(2) 直接 用 数学 方法 去 研究 模糊 性 量 性 对 象 ,而 不 是 将 模糊 性 量 性 对 象 转化 
为 精确 性 量 性 对 象 后 再 去 研究 它 . 

对 于 上 述 (2) ,确实 有 人 想 过 ,或 说 潜意识 地 主张 过 , 先 将 模糊 性 量 性 对 象 转化 
为 精确 性 量 性 对 象 后 再 去 研究 它 . 特别 是 电子 计算 机 的 不 断 更 新 换代 和 迅速 发 展 ， 
更 是 刺激 了 人 们 的 这 种 想法 或 主张 . 然而 令 人 失望 的 是 :无 论 计算 机 的 运行 速度 有 
多 快 , 容 量 有 多 大 ,依然 没有 办 法 灵活 地 去 处 理 模 糊 性 的 问题 和 研究 模糊 量 性 对 
象 . 例如 ,有 人 请 你 到 车 站 接 他 的 一 个 朋友 ,虽然 你 与 那 位 被 接 的 朋友 从 未 谋面 ,但 
右 告 诉 你 此 人 个 子 高 ,又 结实 魁梧 ,鼻梁 特 高 , 厚 嘴 层 , 大 耳 基 ,头发 乌黑 而 十 分 浓 
密 ,根据 这 些 特点 ,你 在 车 站 十 有 八 九 能 很 快 从 人 和 群 中 辨认 出 这 个 人 来 . 如 果 按 照 
上 述 (2) 中 涉及 的 那 种 精确 化 观点 , 那 就 要 先 说 清楚 那 位 被 接 的 朋友 身高 1. 82 米 ， 
体重 93 公斤 ,鼻梁 高 度 是 多 少 公分 ,头发 共有 多 少 根 , 如 此 等 等 . 那么 你 到 车 站 后 ， 
就 得 一 个 人 一 个 人 地 去 量 身高 , 称 体重 , 数 头发 等 等 ,如 此 这 般 地 去 认 人 , 岂 不 莫 明 
其 妙 . 然而 真 要 让 一 台 机 器 人 去 车 站 接 人 , 那 就 只 能 给 它 输入 一 系列 数据 ,再 一 一 
对 照 吻合 后 ,机 器 人 才能 认 出 被 接 的 人 . 这 就 是 先 将 模糊 概念 精确 化 后 再 处 理 的 办 
法 ,而 这 种 办 法 的 别扭 和 不 方便 是 显而易见 的 . 我 们 上 上 文 (1) 中 所 说 之 直接 处 理 模 


外 在 本 书 中 有 一 处 论 及 数学 研究 对 象 的 再 扩充 ,除了 此 处 之 外 ,还 有 1.1 节 和 2.5.4 节 ,读者 不 妨 对 照 参 
阅 之 . 
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2.1 模糊 性 与 模糊 数学 

糊 量 性 对 象 的 方法 ,恰恰 要 扬弃 所 说 的 这 种 机 械 而 经 典 的 办 法 . 

应 当 指 出 ,上 文 所 论 及 的 有 如 多 、 少 、 大 、 小 、 高 、 矮 等 一 类 模糊 性 量 性 对 象 ,其 
实 都 是 在 人 的 观念 世界 中 所 构造 出 来 的 各 种 概念 . 现实 世界 中 各 种 事物 的 许多 量 
的 侧面 原来 都 是 一 清二 楚 的 ,并 不 带 有 模糊 性 . 例如 一 个 人 的 年 龄 ,从 出 生 那 一 刻 
到 现在 ,共有 几 年 几 月 几 日 ,直至 多 少 小 时 多 少 分 秒 ,都 是 清 清楚 楚 的 ,同样 一 个 人 
的 头发 共有 多 少 根 , 身 高 多 少 公 分 等 等 , 均 为 一 些 准确 无 误 的 数字 , 没有 什么 模糊 
特征 ,但 是 人 们 为 了 简化 和 使 用 上 的 方便 ,就 会 引入 模糊 性 量 性 概念 ,例如 对 于 人 
的 年 龄 来 说 ,人 们 从 中 概括 出 所 请 “童年 "“ 少 年"“ 青 年 "“ 中 年 ”、“ 老 年 ”等 概念 ， 
这 些 概 念 虽然 不 那么 一 清二 楚 , 带 有 模糊 性 ,然而 使 用 起 来 既 自 然 又 方便 . 否则 ,如 
果 没 有 这 些 带 模糊 性 的 概念 ,我 们 的 日 常 判 新 和 日 常 语言 都 将 会 变 得 繁琐 和 困难 . 
例如 有 人 说 :“ 街 对 面 的 一 个 年 轻 人 在 欺负 一 位 老者 ”. 如 果 没 有 “年轻 ”和 ”老者 ”这 
种 模糊 性 概念 ,那么 只 能 这 样 说 :“ 街 对 面 一 个 XX 岁 至 XX 岁 的 人 在 欺负 一 位 X 
X 岁 以 上 的 人 ”. 诸如 此 类 , 岂 不 繁琐 别扭 之 极 . 如 此 说 来 ,模糊 性 似乎 只 是 人 们 为 
了 使 用 上 的 方便 而 构造 出 来 的 一 些 概念 性 的 东西 ,进而 并 非 客观 事物 的 固有 属性 
了 . 其 实话 也 不 能 这 么 说 ,首先 ,有 如 人 们 构造 出 “中 年 ”这 样 一 个 带 有 模糊 性 的 概 
念 之 后 ,中 年 这 个 带 有 模糊 性 的 性 质 也 就 成 为 所 有 那些 在 某 种 年 龄 段 中 之 人 的 固 
有 性 质 了 . 其 次 ,现实 世界 中 还 实际 上 存在 着 各 种 各 样 的 对 象 , 模 糊 性 本 身 就 是 这 
些 对 象 的 存在 形态 , 那 就 是 对 立 物 在 转化 过 程 中 的 一 种 中 介 状 态 , 亦 就 是 认识 论 中 
常 说 的 那 种 既 非 对 立 甲 方 ,又 非 对 立 乙方 的 “ 非 此 非 彼 ” 状 态 . 例如 ,导体 和 绝缘 体 
是 一 种 对 立 物 ,半导体 是 客观 存在 的 对 象 , 而 半导体 这 种 东西 就 呈现 为 部 分 地 具有 
导体 的 性 质 ( 当 这 种 材料 在 一 定 温度 之 上 而 使 之 自由 电子 多 时 ) ,同时 又 部 分 地 具 
有 绝缘 体 的 性 质 ( 当 这 种 材料 在 一 定 温度 之 下 而 使 之 自由 电子 少时 ) ,因而 半导体 
就 是 导体 与 绝缘 体 这 种 对 立 物 的 中 介 状 态 , 或 可 称 为 该 对 立 物 的 中 介 对 象 . 如 果 将 
所 有 的 导体 汇集 起 来 构成 一 集合 S, 则 凡是 导体 均 属于 S, 凡 是 绝缘 体 均 不 属于 S， 
而 凡是 半导体 就 只 能 说 部 分 地 属于 S, 同 时 又 部 分 地 不 属于 S. 我 们 也 可 用 图 形 来 
表示 刚才 所 说 的 这 种 状况 , 即 如 图 2. 1 所 示 : 


图 2.1 


又 如 黎明 和 黄昏 都 是 客观 存在 的 形态 ,它们 本 身 就 具有 既是 白昼 又 是 黑夜 这 
种 模糊 性 ,它们 呈现 为 由 黑夜 转化 为 白明 和 由 白昼 转化 为 黑夜 的 中 介 过 度 状态 ,也 
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就 是 部 分 地 具有 白昼 的 性 质 ,同时 又 部 分 地 具有 黑夜 的 性 质 . 再 如 “中 性 人 ”是 一 类 
客观 存在 的 对 象 ,那么 中 性 人 本 身 就 具有 半 男 半 女 的 模糊 性 ,所 以 刚才 所 说 的 这 些 
模糊 性 ,就 不 是 先 构造 出 具有 模糊 的 概念 ,再 去 归纳 具有 这 种 模糊 性 的 对 象 ,而 是 
客观 上 存在 着 这 样 的 对 象 , 它 本 身 就 具有 非 此 非 彼 的 模糊 性 . 关于 中 介 对 象 和 中 介 
原则 等 等 ,读者 可 参阅 本 书 的 2. 5. 2 节 和 2. 5. 3 节 , 在 这 里 仅 通过 实例 作 些 描述 ， 
并 不 去 作 一 般 性 的 和 哲学 上 的 分 析 讨 论 . 总 的 来 说 ,模糊 性 这 种 东西 ,应 该 说 既 有 
主观 的 ,也 有 客观 的 . 但 是 作为 数学 研究 对 象 而 言 ,都 是 数学 研究 的 客观 对 象 . 因为 
数学 研究 对 象 并 不 局 限于 现实 世界 中 的 量 性 对 象 , 同时 也 包括 观念 世界 中 的 量 性 对 
象 ,诸如 数 、 儿 何 图 形 .关系 结构 等 等 ,都 不 是 现实 世界 中 的 某 物 ,而 是 观念 世界 中 的 
产物 ,然而 不 论 如 何 , 它 们 既是 现实 世界 的 客观 反映 ,也 都 是 数学 研究 的 客观 对 象 . 
| 2. 2 ” 葛 基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 模糊 数学 
从 本 节 起 ,开始 介绍 关于 模糊 数学 黄 基 的 种 种 方案 ,并 对 它们 作 简 短评 说 . 
1965 年 ,美国 控制 论 专家 Zadeh 在 他 的 开创 性 论文 《Fuzzy Set》 中 首先 提出 模 
糊 集合 的 概念 ,这 是 利用 精确 性 经 典 数学 的 工具 和 方法 刻画 模糊 数学 概念 的 成 功 
范例 . 
定义 1 给 定论 域 U, 其 上 的 一 个 模糊 子 集 A 是 指 对 任何 x EU 都 有 一 个 数 
ya4《7) 与 之 对 应 ,并 称 之 为 x 属于 模糊 子 集 A 的 隶属 程度 . 亦 即 , 模 糊 子 集 A 完全 
由 映射 
Wt so, 1 
决定 . 
为 简便 计 , 以 下 将 映射 值 y, (zx) 就 记 作 A(x).U 上 所 有 模糊 子 集 的 集合 记 作 
D0). 在 这 个 定义 之 下 ,可 以 将 精确 集合 中 的 许多 概念 照搬 过 来 . 
定义 2 设 A,BE9U), 若 对 任何 XEU,A(r) 达 B(x), 则 称 B 包 含 A, 记 作 
ACB, 或 B 二 A. 当 有 A 与 B 互相 包含 时 , 即 ACB 并 且 BCA 同时 成 立时 , 称 A 与 
B 相等 , 记 作 A 二 B. 显然 ,A 二 B 当日 仪 当 对 所 有 xz,A(zr)==B(z). 
定义 3 A,BEZD), 它 们 的 并 集 记 为 AUB, 定 义 为 :对 所 有 xEU,， 
AUB(zl) 王 max(ACz), BCzr))， 
它们 的 交集 A 门 B 定义 为 对 所 有 x EU， 
Af{flB(x)=min(A(x), B(zr)). 
A 的 补 集 A ,定义 为 对 所 有 EU， 
A'(r)=1—A(x). 
容易 由 定义 验证 ,模糊 子 集 的 并 、 交 、 补 运算 满足 精确 集合 运算 的 大 部 分 性 质 , 比 如 
徊 等 律 .交换 律 结合 律 .吸收 律 、. 分 配 律 . 零 一 律 、 复 原 律 、 对 偶 律 (De Morgan 律 ) 


2.2 葛 基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 模糊 数学 

等 .但 互补 律 AUA’==U 与 矛盾 律 AMA = 二 名 都 不 成 立 . 

如 此 定义 的 模糊 子 集 与 同一 论 域 上 的 精确 子 集 之 间 有 着 十 分 密切 的 关系 ,这 
种 关系 就 是 通过 “分 解 定理 ”与 “表现 定理 ”可 以 实现 两 者 的 转化 . 

定义 4 设 AEIUU),XEL0,1],A 的 4 截 集 是 指 如 下 一 个 精确 集合 A, 二 《xz| 
XEUAA(z) 之 4). A 的 4 强 截 集 是 指 精确 集合 A, 一 {zx|xEUAA(z) 二 .其 中 
的 4 称 为 立 值 ,或 置信 水 平 . 

定义 5 A,A 同上 ,A 与 的 数 乘 集 XA 是 指 如 下 模糊 子 集 :对 所 有 zE LUD， 
(AA) (xXx)—=min, A(z)). 

有 了 以 上 的 概念 ,我 们 不 难 证 明 如 下 的 分 解 定理 : 

定理 1( 分 解 定理 ) 设 AEYU), 则 

(DA= UW A (2)A= HAA 

此 定理 是 说 ,模糊 子 集 A 可 以 分 解 为 一 族 X 截 集 A, ,或 4 强 截 集 A (它们 都 
是 精确 集合 ) 之 并 . 

此 外 ,我 们 若 定义 集合 套 如 下 : 

定义 6 设 有 一 族 集合 (4A.|cEto,1]j) ,满足 条 件 :a <a 之 4 二 42 , 则 称 此 
族 集合 为 一 集合 套 ( 或 集 轮 )， 

定理 2( 表 现 定理 ) 若 {A.|cE[L0,1j)} 是 一 个 集 轮 , 则 可 以 构造 一 个 模糊 子 集 


Qa" 


a€[0,1] 
表现 定理 恰好 是 分 解 定 理 的 男 一 面 , 它 是 说 ,一 族 精确 集合 只 需 满 足 一 定 的 条 
件 ,就 可 用 以 表示 一 个 模糊 子 集 . 我 们 可 以 把 模糊 子 集 与 精确 集合 间 的 这 种 关系 类 
比 于 实数 与 有 理 数 之 间 的 关系 :一 个 实数 可 以 作为 一 个 有 理 数 序 列 的 极限 ;反之 , 任 
何 一 个 收敛 的 有 理 数 序 列 也 可 以 代表 一 个 实数 , 类 似 地 ,一 个 模糊 子 集 可 以 分 解 为 一 
个 精确 集合 族 ; 反 之 ,任何 一 个 称 为 “ 集 轮 ” 的 精确 集合 族 也 能 表示 一 个 模糊 子 集 . 

以 上 两 条 定理 与 前 面 的 定义 清楚 地 表明 了 ,Zadeb 的 模糊 集合 论 是 直接 莫 基 
于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 ,模糊 集合 论 中 所 使 用 到 的 论 域 U 是 一 个 精确 集合 , 闭 
区 间 [0,1jj 上 的 实数 是 精确 性 经 典 数学 中 的 重要 量 性 对 和 象 , 隶 属 哺 数 是 经 典 数 学 中 
的 一 个 普通 映射 . 所 以 ,一 个 模糊 集 ,就 是 精确 性 经 典 数学 中 的 一 个 特殊 结构 而 已 . 
也 就 是 说 ,可 以 认为 这 种 模糊 集合 论 完 全 是 精确 性 经 典 数学 的 一 个 分 支 . 后 来 ,人 
们 把 L0,1j 换 成 市 补 的 完全 分 配 格 ,讨论 工 模糊 集 . 原先 模糊 集合 论 中 相应 的 许多 
结论 和 概念 ,几乎 可 以 不 加 改变 地 搬 过 来 . 但 从 理论 基础 的 意义 上 说 , 它 与 上 文 所 
论 之 模糊 集合 论 没 有 本 质 上 的 区 别 ,仍然 是 直接 葛 基 于 精确 性 经 典 数 学 上 的 一 个 
特殊 结构 . 但是, 我们 却 不 可 由 此 (模糊 集合 论 是 精确 性 经 典 数学 的 一 个 分 支 ) 而 武 
断 地 认为 ,模糊 集合 论 得 不 出 精确 性 经 典 数 学 得 不 到 的 新 结果 ,进而 认为 发 展 模糊 
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数学 是 不 必要 的 . 须知 任何 数学 理论 的 发 展 都 有 很 强 的 实际 背景 ,人 们 无 非 是 把 实 
际 背 景 中 所 体验 到 的 种 种 结论 抽象 为 用 数学 上 的 形式 语言 加 以 严格 的 表达 而 已 ， 
没有 实际 背景 而 赁 空 构造 出 来 的 数学 结构 是 不 可 想象 的 . 模糊 集合 论 这 种 数学 结 
构 之 所 以 被 提出 并 得 到 很 大 的 发 展 , 这 是 由 于 人 们 迫切 需要 数学 地 处 理 模糊 量 性 
对 象 . 若非 如 此 , 某 个 数学 家 凭空 提出 研究 从 U 到 [0,1j 上 的 映射 , 那 既 不 可 能 引 
起 众多 研究 者 的 注意 而 得 到 许多 结果 ,也 不 可 能 让 所 得 结果 获 至 模糊 概念 之 关系 
的 合理 而 生动 的 解释 ,并 得 到 许多 方面 的 应 用 . 如 此 看 来 ,模糊 集合 论 的 结果 在 经 
典 数学 中 作出 的 说 法 既 正 确 又 不 正确 . 说 它 对 乃 是 因为 模糊 集合 论 所 使 用 的 概念 、 
方法 完全 是 经 典 数学 中 的 概念 和 方法 ,所 以 模糊 集合 论 的 任何 结果 都 无 一 例外 地 
可 以 认为 是 经 典 数 学 范围 内 的 结果 . 说 它 不 对 ,万 是 因为 模糊 集合 论 研 究 的 对 象 毕 
竟 是 经 典 数 学 所 拒绝 研究 的 模糊 量 性 对 象 ,也 正 由 于 模糊 量 性 对 象 中 的 大 量 事 实 
为 模糊 集合 论 提供 着 生动 丰富 的 源 录 , 才 使 模糊 集合 论 有 了 蓬勃 的 发 展 , 这 绝 不 是 
在 经 典 数 学 中 简单 地 定义 了 一 个 从 品 到 [0,1] 上 的 映射 ,然后 进行 漫 无 目标 的 形 
式 推导 就 能 办 到 的 . 

其 实 ,综观 全 部 数学 史 , 用 现成 的 数学 工具 和 方法 去 处 理 一 类 原来 不 研究 的 数 
学 对 象 , 也 是 不 乏 先 例 的 . 为 了 类 比 地 说 明 这 一 点 ,最 好 的 一 例 , 莫 过 于 用 测度 论 这 
一 工具 去 研究 随机 现象 而 形成 的 公理 化 概率 论 的 情况 了 . 我 们 知道 ,在 概率 论 诞生 
之 前 的 经 典 数学 只 人 研究 确定 性 现象 , 即 在 一 组 确定 的 条 件 下 ,必然 出 现 唯 一 确定 的 
结论 这 样 一 类 现象 ;而 不 去 考虑 不 确定 的 随机 现象 , 即 在 一 组 确定 的 条 件 之 下 ,可 
能 出 现 这 种 或 那 种 不 同 结果 的 现象 .但 是 反观 现实 世界 ,在 概率 论 诞生 之 前 ,不 确 
定 的 随机 现象 比比 和 缘 是 ,人 们 早 就 在 探索 从 数量 的 角度 去 把 握 随机 现象 的 方法 . 于 
是 “概率 ”的 概念 渐渐 产生 ,古典 概率 论 也 渐 趋 成 熟 . 直至 20 世纪 30 年 代 , 由 苏联 
数学 家 Konmorpos 构 作 的 概率 论 公 理化 系统 ,彻底 地 解决 了 概率 论 之 葛 基 问题 ,把 
概率 论 完全 纳入 确定 性 经 典 数 学 的 范畴 . 例如 ,我 们 先 在 给 定 的 空间 2 上 定义 一 个 
5 代数 9, 这 实际 上 是 2 的 某 些 子 集 构 成 的 类 ,但 要 对 集合 的 可 数 (无 穷 ) 并 、 交 及 补 
运算 封闭 , “事件 ”就 被 定义 为 的 元 素 ,而 “概率 ”P 就 被 定义 为 该 6 代数 了 上 的 一 
个 正则 ,规范 和 c 可 加 的 实 值 测度 , 即 概率 是 映射 书 : 多 >[0,1], 且 满足 条 件 

(1)P(A) 关 0 对 任何 AE9 成 立 ， 

(2) P(N)=1, 

(3) 帮 AiEi==1,2,…'), 且 1 关 j 时 A; 门 Aj 二 vo,; 则 


PCU 4) = BPAi). 
i 二 ] 


从 而 ,随机 现象 中 许多 符合 实际 的 规律 ,就 都 能 表现 为 这 种 特殊 的 测度 论 中 的 定 
理 . 如 此 ,人 们 在 这 个 系统 中 所 从 事 的 仍然 是 一 种 确定 性 经 典 数学 的 工作 ,然而 它 


Ee 
本 
外 

人 


2.2 葛 基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 模糊 数学 


A + 00 TT- 


所 表现 的 ,都 是 随机 现象 中 的 概率 论 规律 . 因而 所 说 的 这 种 确定 性 经 典 数 学 的 工 
作 ,实际 上 是 有 关 随 机 现象 的 研究 工作 , 亦 即 着 眼 于 方法 和 手段 , 它 是 确定 性 的 ;者 
眼 于 对 象 和 结果 , 却 是 随机 性 的 . 

基于 以 上 历史 事实 ,可 以 类 比 地 说 明 如 下 几 点 :首先 ,既然 能 运用 只 处 理 确 定 
性 现象 的 经 典 数 学 的 概念 和 方法 去 处 理 和 研究 它 所 拒绝 考虑 的 随机 现象 ,那么 将 
当前 这 种 只 研究 精确 现象 的 经 典 数 学 的 概念 和 方法 ,用 以 处 理 和 研究 它 所 拒绝 考 
虑 的 模糊 现象 的 做 法 ,同样 是 合理 可 行 的 .其 次 ,正如 概率 论 只 能 成 为 经 典 数 学 的 
一 个 分 支那 样 ,Zadeh 开创 的 模糊 集合 论 也 只 能 成 为 经 典 数学 的 一 个 分 支 . 这 样 ， 
不 管 是 概率 论 ,还 是 模糊 集合 论 , 都 是 奠基 于 精确 性 经 典 数学 , 即 以 经 典 二 值 逻 辑 
为 配套 的 推理 工具 的 近代 公理 集合 论 ZFC 之 上 . 最 后 ,既然 概率 论 中 能 涌现 出 大 
量 的 、 确 定性 经 典 数学 所 没有 的 成 果 , 那 么 ,在 当前 的 研究 方法 之 下 ,模糊 数学 也 将 
丰富 地 获得 精确 性 经 典 数学 所 没有 的 成 果 . 

事实 也 是 如 此 . 自 Zadeh 创建 模糊 集合 论 以 来 ,模糊 数学 得 到 迅猛 的 发 展 . 人 
们 利用 将 从 非 空 集 X 到 非 空 集 Y 的 点 映射 f 提升 为 从 天 x)(x 上 所 有 模糊 子 集 的 
集 ) 到 5y) 的 集 映 射 的 强 有 力 的 扩张 原理 ,以 及 依据 精确 性 经 典 数 学 中 各 种 概念 
到 模糊 数学 中 的 合理 推广 和 移植 ,成 功 地 发 展 了 模糊 代数 、 模 糊 拓扑 、 模 糊 数 、 模 糊 
测度 与 积分 ,直至 模糊 拓扑 线性 空间 .模糊 赋 范 空间 等 一 系列 模糊 数学 分 支 学 科 ， 
从 中 获得 一 大 批 精确 性 经 典 数学 中 所 没有 的 结果 . 然而 无 论 如 何 , 这些 工作 都 是 直 
接 英 基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 . 

现在 ,让 我 们 稍 具体 一 点 地 考察 两 个 例子 ,借以 进一步 说 明 上 文 所 论 的 结论 ， 
为 此 , 先 给 出 扩张 原理 如 下 : 

扩张 原理 设 了 是 从 非 空 集合 X 到 非 空 集合 Y 的 点 映射 , 则 三 可 由 下 式 扩张 
为 从 宽 z) 到 肛 y) 的 集 上 映射 上 及 由 5y) 到 祷 xz) 的 道 映射 广 :1: 


[2 当 yE f(XX) 时 ， 
fA (Yy)=43 "7 
0 ， 当 yE CCX) 时 ， 


广 :(CB)(Cz) 王 BGACz)) ,对 所 有 ZEX. 
显然 , 当 A,B 分 别 是 X,Y 的 通常 子 集 时 ， 
/A)={y| 3r€EACy= f(r)}, f°'(B)={r|f(r) EB)}. 


2.2.1 模糊 拓扑 


定义 7 若 AEZ(D) 满 足 条 件 :A(xr) 二 4 放 0, 当 y 关 X 时 A(ly) 二 0, 则 称 A 为 
模糊 点 , 记 为 zz. 以 U* 记 U 上 所 有 模糊 点 之 集 . 
定义 8 设 nEU* ,AEHUUD), 当 和 B 时 , 即 B(x) 宇 4 时 , 称 模糊 点 x, 属于 
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B, 记 为 EB. 若 A(zr) 十 4 放 1, 则 称 x 重 于 A, 记 为 x,EA. 

模糊 点 与 模糊 子 集 间 的 “属于 ”关系 (注意 这 不 是 清晰 集合 意义 下 的 属于 关系 ) 
以 及 “ 重 于 ”关系 ,都 是 通常 清晰 点 与 清晰 集合 之 间 属 于 关系 的 推广 .“ 重 于 ”关系 是 
1977 年 蒲 保 明 、 刘 应 明 提 出 的 ,这 个 关系 在 许多 方面 都 有 比 “ 属 于 ”关系 更 优 的 性 
质 , 对 模糊 拓扑 学 、 模 糊 分 析 学 等 方面 的 发 展 都 起 着 一 种 根本 性 的 作用 . 


定理 3 设 {A,1a€ sf 是 U 上 的 模糊 子 集 族 , 则 模糊 点 UA。 当 且 仅 当 有 


某 个 a 使 | E A,. 
但 是 这 一 似乎 显然 的 基本 性 质 在 模糊 点 与 模糊 子 集 的 “属于 ”关系 之 下 却 不 成 


立 . 例如 ,就 到 模糊 子 集 A, 为 模糊 点 -4 (二 1,2,…), 则 UA, 一 x ,于 是 依 定 


义 zi EU A,, 但 对 任何 ,x1 EA 

模糊 拓扑 学 的 研究 起 于 C. L. Chang 1968 年 发 表 的 文献 L175」 ,此 文 给 出 了 模 
糊 拓扑 空间 的 一 种 定义 . 1976 年 R. Lowen 提出 了 模糊 拓扑 空间 的 另 一 种 更 强 也 
更 适宜 的 定义 : 

定义 9 设 工 是 非 空 集 X 上 的 一 族 模 糊 子 集 :TCZ(X), 称 本 是 X 上 的 模糊 
拓扑 , 若 工 满足 : 

(1) 对 任何 rE[0,1],r* ET 这 里 xr* ERX), 对 任何 XEX,r* (x)=r; 

(2) 对 任何 U,VET, 有 UNVET,; 

(3) 对 任何 Ua € T(a€ 切 ;有 UUa ET. 


此 时 (X,T) 称 为 模糊 拓扑 空间 . 而 UET 工 称 为 开 集 ,而 当 U 的 补 集 U ”ET 时 , 称 U 

在 定义 了 模糊 拓扑 空间 之 后 ,我 们 就 可 以 仿照 通常 的 分 明 拓 扑 学 中 那样 ,定义 
“ 邻 域 ” 的 概念 如 下 : 

定义 10 在 模糊 拓扑 空间 (X，, 三 中 ,模糊 子 集 A 称 为 模糊 点 zx 的 邻 域 , 若 有 
开 集 BET, 使 xz, EBCA. 

但 是 这 个 邻 域 概念 不 其 理想 ,因为 拓扑 中 的 某 些 关 于 邻 域 的 性 质 不 能 平移 到 
模糊 拓扑 中 来 . 文献 L177 在 他 们 的 “ 重 于 ”关系 基础 上 ,引入 了 “ 重 域 ”概念 以 代 半 
“ 邻 域 "概念 

定义 11 在 模糊 拓扑 空间 CX, 了 中 ,模糊 子 集 A 称 为 模糊 点 x; 的 重 域 , 若 有 
开 集 BET, 使 xz;E€ BCA. 这 里 是 模糊 点 与 模糊 子 集 的 重 于 关系 . 

利用 这 个 重 域 概念 ,文献 [177 | 建立 了 一 个 完整 的 模糊 拓扑 空间 的 收敛 理论 . 
继 后 , 重 域 概念 在 积 空 间 与 商 空 间 、 紧 性 一致 结构 与 肉 人 理论 等 方面 继续 发 挥 重 
要 作用 . 刘 应 明 还 证 明了 :在 模糊 拓扑 空间 中 ,在 “扩充 原则 ”“ 包 含 原 则 ”“ 由 值 域 
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决定 的 原则 ?及 “ 普 适 原则 ”下 确定 的 点 与 集 的 邻 属 关系 恰 是 重 于 关系 ,相应 的 邻近 
构造 就 是 重 域 系 579. 这 就 从 本 质 上 指出 了 重 域 概念 的 合理 性 . 

从 以 上 对 模糊 拓扑 中 最 重要 的 几 个 概念 的 定义 中 ,我 们 可 以 清楚 地 看 出 ,不管 
引入 的 概念 是 怎样 定义 (这 要 取决 于 数学 家 对 该 领域 的 理解 和 他 本 人 对 数学 本 质 
的 把 握 程度 ) ,它们 总 是 有 束 于 模糊 集 概念 . 而 这 里 使 用 的 模糊 集 又 总 是 在 精确 性 
经 典 数学 中 构造 出 来 的 一 种 特殊 结构 . 所 以 ,模糊 拓扑 学 英 基 于 精确 性 经 典 数学 ， 
应 当 是 明白 无 疑 的 了 . 


2.2.2 模糊 代数 


模糊 代数 专门 研究 模糊 集 的 各 种 代数 结构 ,诸如 模糊 群 . 模 糊 线性 空间 等 . 这 
方面 最 早 的 工作 见于 1971 年 A. Rosenfeld 的 文献 [L179j, 其 中 首次 引入 模糊 群 . 而 
模糊 线性 空间 则 是 1977 年 被 引入 的 .中 我 们 来 看 一 下 它们 的 定义 : 

定义 12 设 G 是 一 个 群 ,A 是 G 的 一 个 模糊 子 集 , 称 A 是 G 上 的 模糊 子 群 
(或 模糊 群 ) ,如 果 对 G 中 任何 xz,y 满足 : 

(1)A(ry) 宇 min(A(x),A(y)). 

(2)A(r ' ) 宇 A(z). 

易 由 以 上 定义 知 ,A(x )= 二 A(z), 夺 e 是 G 的 单位 元 , 则 对 所 有 zEC， 
A(X)EA(e). 

定理 4 设 久 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,A,BES(z). :XXX 与 g: 氏 XX->X 
分 别 是 关上 的 加 法 和 数 乘 映射 , 则 它们 的 提升 为 

f(A,B) T=(ATB) (T= supmin(Als) ,;B(1)), 


A(xr/k), 当 多 0， 
(k,A)(x)= (kA) x)= supA (1) ,r=0 
“ oaco=| :EX ” 当 有 一 0， 
0， r= 


特别 对 A,B 分 别 取 模 糊 点 x; ,与 多 ,有 
XT y,= (ry) nina ， 
kX = (kr),. 

证 明 可 由 扩张 原理 直接 推 得 . 这 样 ,我 们 就 对 线性 空间 x 中 模糊 子 集 间 引入 了 
加 法 和 数 乘 运算 . 可 用 它们 来 定义 模糊 线性 空间 . 

定义 13 XX 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,A 是 X 中 的 模糊 子 集 , 若 对 任何 mmE 
KK, 都 有 mA 十 nACA, 就 称 A 是 模糊 线性 空间 . 

不 难看 出 , 当 A 是 X 的 一 个 通常 的 清晰 子 集 时 ,mA 十 nACA 也 表明 A 是 X 
的 线性 子 空间 . 
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从 以 上 关于 模糊 群 和 模糊 线性 空间 的 定义 看 ,它们 与 前 面 论 及 的 模糊 拓扑 的 
定义 一 样 ,也 都 是 在 英 基 于 精确 性 经 典 数 学 的 模糊 集合 论 上 ,再 附加 上 种 种 条 件 而 
形成 的 ,因而 就 无 一 例外 地 直接 葛 基 于 通常 的 经 典 数学 之 上 了 . 不 过 这 里 稍 有 不 同 
的 是 ,模糊 群 是 通常 的 经 典 的 模糊 子 集 ,模糊 线性 空间 是 通常 的 经 典 线性 空间 的 模 
糊 子 集 . 也 就 是 说 ,要 定义 模糊 群 . 模 糊 线 性 空间 ,必须 先 有 通常 的 群 和 线性 空间 ， 
这 样 ,它们 就 在 男 一 层 意义 上 更 直接 依赖 于 精确 性 经 典 数 学 了 . 

还 有 诸多 的 模糊 数学 分 支 , 比如 模糊 测度 、 模 糊 数 .模糊 集 值 映射 模糊 赋 范 空 
间 、 模 糊 拓扑 线性 空间 、 模 糊 拓 扑 群 等 ,也 都 是 类 似 于 上 面 两 个 例子 ,在 经 典 数学 理 
论 之 下 ,适当 引进 模糊 子 集 后 加 以 定义 和 展开 的 . 因而 ,就 像 上 面 所 分 析 的 一 样 ,也 
都 是 直接 奠基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 . 应 该 说 ,模糊 数学 沿 着 这 个 方向 发 展 下 
去 ,将 是 有 生命 力 和 卓有成效 的 . 道理 也 很 清楚 :我 们 可 以 时 时 借助 于 十 分 成 熟 的 
经 典 数 学 方法 和 利用 十 分 丰富 的 经 典 数 学 成 果 . 相信 模糊 数学 的 主流 ,在 今后 相当 
长 一 段 时 间 内 仍 是 这 个 方向 ,并 且 仍 可 不 断 地 取得 丰 癸 的 成 采 . 


二 


| 2.3 ”ZB 公理 集合 论 系统 

如 所 知 ,由 Zadeh 首次 引入 模糊 集 定 义 之 后 ,为 了 数学 工作 的 广泛 性 ,模糊 集 
概念 已 几经 修改 和 扩张 . Goguen 把 隶属 函数 的 值 域 L0,1j 闭 区 间 改 为 可 传 的 半 序 
集 ,而 Brown 则 将 它 限 制 为 完备 布尔 格 . 我 们 看 到 ,不 论 这 样 或 那样 的 定义 方式 ， 
都 必须 依赖 于 一 个 事前 约定 的 集合 ,这 使 得 这 些 模 糊 集合 系统 都 要 奠基 于 经 典 集 
合 论 一 一 比如 说 ,最 常用 的 ZF 公理 集合 论 一 一 之 上 ,这 一 点 已 在 上 一 节 中 详细 分 
析 过 ;并 且 , 这 些 被 确定 了 的 模糊 集 的 元 素 和 模糊 度 本 身 却 都 不 再 是 它 日 己 那 种 模 
糊 集 了 . 

为 了 使 我 们 一 开始 工作 就 始终 与 模糊 集 打 交道 ,并 且 所 考虑 的 模糊 集 的 元 素 
本 身 也 是 模糊 集 ,我 们 自然 会 想到 布尔 值 全 域 人 ”. 

定义 ”对 于 完备 布尔 代数 B 一 (B, 十 ,，, 一 ,0p,18), 令 Vo” 二 {x|Func(x) 信 
Ran(Cz)SBA 3B8<a(Dom(x) EV )},VE 二 UV , 则 称 V'2 为 布尔 值 全 域 . 


i 

这 个 定义 是 如 此 完成 的 :我 们 首先 依 层 次 递归 地 定义 V,”, 对 于 序数 a, 第 a 层 
布尔 值 全 域 V,” 中 的 元 素 都 是 一 些 孔 数 , 这 些 函 数 的 定义 域 是 某 个 低层 次 V5 的 
子 集 , 而 它 的 值 域 力 是 布尔 代数 B 的 某 个 子 集 . 亦 即 ,这 些 函 数 是 将 低层 次 布尔 值 
全 域 中 的 某 些 元 素 映 射 到 布尔 代数 B 中 去 . 在 对 所 有 序数 a 都 定义 了 V8? 之 后 , 它 
们 求 并 后 的 全 体 就 成 为 布尔 值 全 域 V'3. 

容易 证 明 ,xEV% 当 日 仅 当 Func(u) A Ran(w)CBA (Dom(u)CV. 即 布尔 
值 全 域 V'” 中 任何 元 素 u 都 是 一 个 定义 在 布尔 值 全 域 V2 的 某 个 子 集 上 .到 值 为 
布尔 值 的 清 数 . 从 中 又 可 看 出 , 若 vE Dom(ww), 则 wEV, 即 的 定义 域 中 任 一 元 
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索 又 是 布尔 值 全 域 V 中 的 元 素 , 也 即 它 与 具有 同一 类 型 的 特征 . 我 们 对 于 任何 
rE Dom(w) ,如 果 将 xz) 的 值 ( 它 是 一 个 布尔 值 ) 看 做 工 属 于 zx 的 程度 , 即 模糊 集 
合 论 中 的 隶属 度 , 那 么 布尔 值 函 数 即 可 考虑 为 模糊 集 ,布尔 值 全 域 ”就 可 看 做 模 
糊 集 的 全 域 . 这 种 定义 方式 下 的 “模糊 集 ” 的 元 素 仍 是 “模糊 集 ”, 达 到 了 前 后 一 致 的 
要 求 ， 

但 是 ,这 种 将 布尔 值 函数 就 “看 做 ”是 模糊 集 的 直观 想法 毕竟 还 不 是 严格 的 数 
学 描述 ,那么 ,如 何 将 这 种 想法 数学 化 呢 ? 

张 锦 文 引进 “正规 弗 晰 集合 结构 ?的 概念 ,证 明了 任 一 正规 弗 晰 集合 ( 即 模糊 集 
合 ) 结 构 都 是 带 本 元 的 集合 论 公 理 系 统 ZFA 的 一 个 布尔 值 模型 ,它们 能 够 作为 模 
糊 集合 论 的 理论 基础 , 张 锦 文 又 在 文献 L181j 中 写 道 : “我们 的 工作 表明 :Cantor 集 
合 论 是 公理 集合 论 的 标准 模型 ,而 我 们 的 结构 过 ( 弗 晰 集合 论 作 为 U 的 部 分 ) 正 是 
公理 集合 论 的 一 种 非 标准 模型 . 现代 模型 论 表明 , 非 标 准 模型 是 一 类 理论 (例如 形 
式 数 论 .实数 理论 .集合 论 等 ) 的 必然 的 逻辑 结论 ,有 标准 模型 就 有 非 标准 模型 ,有 
Cantor 集合 论 就 有 布尔 值 集合 论 ,也 就 有 弗 晰 集合 论 .” 

就 是 说 , 张 锦 文 并 没有 为 模糊 集合 论 提 出 专 有 的 理论 体系 (公理 化 系统 ), 而 是 
找寻 到 经 典 公理 集合 论 ( 它 们 是 用 来 刻画 清晰 集合 的 集合 论 系统 ,比如 ZF ,或 带 本 
元 的 ZFA) 的 一 种 非 标 准 模 型 ,并 说 明 这 种 非 标准 模型 能 够 很 好 地 表现 模糊 集合 
的 特性 ,因而 可 以 看 做 是 模糊 集合 论 的 模型 . 

真正 利用 这 种 想法 ,对 模糊 集合 论 建立 起 自身 的 .不 依赖 于 经 典 的 集合 论 系 统 
的 新 的 公理 系统 的 , 当 属 Chapin 和 Weidner, 下 面 就 介绍 他 们 的 工作 . 

E. W. Chapin 1975 年 在 文献 L183j 中 提出 的 “集合 值 集 论 ?公理 系统 是 一 个 将 
模糊 集合 公理 化 的 形式 系统 . 在 这 个 系统 中 ,属于 关系 s 看 做 是 三 元 关系 s(zyy， 
ww) , 它 被 解释 为 “x 以 至 少 w 的 程度 属于 y”, 也 就 是 说 ,这 个 三 元 天 系 在 满足 0 委 ow 
uy(7) 的 情况 下 都 看 做 是 精确 地 真 的 ;而 不 是 解释 为 “xz 以 程度 w 属于 y”, 即 不 
被 解释 为 u(x) 二 w. 当然 ,这 个 心 (z) 是 我 们 借用 模糊 数学 的 惯用 记号 ,表示 z 对 
于 y 的 隶属 程度 , 它 并 不 是 系统 内 的 符号 . Chapin 的 形式 系统 里 在 许多 方面 恰当 
地 反映 了 模糊 集合 论 的 本 性 ,但 也 有 一 些 不 甚 准 确 之 处 , 即 不 太 适 合 模糊 数学 本 来 
的 意图 . 

因而 ,A.J. Weidner 在 分 析 了 Chapin 系统 的 某 些 不 足 之 后 ,又 提出 了 一 个 新 
的 模糊 集合 论 的 新 的 公理 化 系统 ,他 称 之 为 Zadeh-Brown 系统 ,简称 ZB 系统 ,以 
表明 它 是 以 Zadeh 开创 的 模糊 集合 论 和 以 Brown 的 工 模 糊 集合 论 ( 亦 即将 隶属 函 
数 扩充 为 从 XX 到 一 个 完备 布尔 格 L 上 的 映射 ) 为 实际 背景 的 公理 系统 . 

Weidner 指出 ,Chapin 的 公理 系统 有 以 下 几 点 不 甚 符合 模糊 数学 的 本 来 意图 . 
第 一 ,在 模糊 集合 论 中 的 隶属 函数 (x) 可 以 看 做 二 元 函数 ,比如 就 记 作 心 C(z,y)， 
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即 给 定 两 个 对 象 x 和 y ,就 有 唯一 确定 的 值 , 使 x 以 该 值 为 度 隶 属于 y. 这 样 ,将 映 
射 的 值 域 从 [0,1j 变 为 其 他 代数 结构 ,就 可 形成 种 种 模糊 集 之 变形 . 但 Chapin 的 三 
元 关系 e 却 无 法 看 做 二 元 函数 ,因为 对 给 定 的 z 和 y ,将 有 许多 w( 只 要 满足 0<w 寺 
p(X，y)) ,都 满足 el(x,y,w) ,这 样 ,当然 不 可 能 将 w 写成 x 和 y 的 函数 值 形式 . 因 
此 ,模糊 集合 的 现代 变形 就 难以 仍然 看 做 Chapin 系统 的 模型 . 第 二 ,Chapin 系统 中 
的 关系 公理 使 得 “ 度 ” 的 每 个 模糊 子 集 也 是 “ 度 ”, 这 样 对 于 那些 有 资格 充任 “ 度 ” 的 
集 作 了 太 严 格 的 限制 ;“ 度 ”之 间 的 种 种 关系 仅 限 于 模糊 子 集 间 的 关系 ,这 其 中 主要 
的 就 是 包含 关系 三 . 显然 , 度 和 上 度 之 间 完 全 没有 关系 是 不 适用 的 ,但 把 度 与 度 之 间 
的 关系 严格 限制 为 集 之 间 的 包含 关系 , 恐 人 也 是 不 恰当 的 . 第 三 ,Chapin 的 空 集 公 
理 假定 了 这 样 一 个 极 小 度 的 存在 性 :每 个 元 素 x 都 以 极 小 度 属于 任何 元 素 y, 亦 即 
e(T，y,0) 永 真 ,这 里 以 0 表示 这 个 极 小 度 . 在 任何 通行 的 模糊 集 系统 中 并 不 存在 这 
种 统一 的 最 小 度 . 事实 上 ,“z 以 0 度 属于 y” 还 是 当做 “xz 不 属于 y” 为 好 ,不 宜 与 “x 
以 w 度 属于 y” 相 提 并 论 . 因为 如 果 我 们 把 这 两 者 用 同一 种 关系 式 表达 ,将 在 以 后 
的 公理 .定理 叙述 中 时 时 要 剔除 度 为 0 的 情况 而 给 自己 带 来 麻烦 . 

Weidner 在 作 了 这 些 分 析 之 后 ,给 出 了 他 的 ZB 公理 系统 . 我 们 在 下 文 就 来 曾 
述 这 个 公理 系统 的 原始 符号 .公理 及 主要 结果 . 主要 内 容 取材 于 文献 L184], 但 有 些 
地 方 也 表达 了 我 们 的 意见 ,并 对 原文 的 少数 笔 误 作 了 一 些 修 改 . 

ZB 系统 不 依赖 于 事先 约定 的 其 他 集合 论 系统 (比如 ZFC 系统 或 ZFA 系统 )， 
它 是 一 个 建 基于 一 阶 逻辑 之 上 的 独立 存在 的 公理 化 系统 . 它 有 如 下 两 个 原始 符号 : 

s 一 一 -三 元 谓词 符号 ,e(z,y'o) 解 释 成 z 以 模糊 度 w 是 y 的 元 素 ; 

委 一 一 二 元 袁 词 符号 ,解释 成 模糊 度 的 序 . 模糊 度 是 一 个 定义 概念 ,将 在 下 文 
中 给 出 定义 ,因为 ZB 中 的 个 体 都 是 模糊 集 而 无 其 他 ,所 以 ,这 就 先 验 地 规定 了 , 模 
糊 性 的 质量 (模糊 度 ) 自 身 也 是 模糊 集 . 

以 下 依次 给 出 ZB 系统 的 非 逻 辑 公理 ,并 对 各 公理 作 一 些 说 明 . 

模糊 外 延性 公理 : 

ZB1 VzxVyLVzVowlel(z,r,w) el(z, yw)) >r=y]|. 

这 就 是 说 ,两 个 模糊 集 x 和 y 要 相等 , 仅 须 任何 无 素 在 相同 的 度 之 下 同时 属于 
ZX 和 >y. 须 指出 的 是 ,这 也 包括 了 有 的 元 素 在 任何 度 之 下 既 不 属于 xz 也 不 属于 y. 

模糊 函数 化 公理 : 

ZB2 VvVwVryzelz, rv) 人 eg(z,zo) 一 0 一 中 9]， 

此 即 者 一 个 模糊 集 以 某 个 度 是 另 一 模糊 集 的 元 素 , 则 这 个 度 是 唯一 的 . 故 模糊 
e 关系 可 以 看 做 是 二 元 函数 , 即 当 s(z,y'ow) 成 立时 ,ww 可 看 做 是 x 、y 唯一 确定 的 函 
数值 wyv(z). 显然 ,这 与 Zadeh、Brown 等 人 的 模糊 集合 论 的 方法 是 一 致 的 . 

为 了 形式 化 地 定义 “wu 是 度 ”, 我 们 只 需 引 入 如 下 定义 : 
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定义 1 DQ) jzjxrx(e(z,r,u)). 
我 们 想 使 所 有 的 度 上 的 三 关系 是 半 序 ,并 且 其 中 有 最 大 元 ,任何 两 个 度 有 最 大 
下 界 , 这 都 反映 在 以 下 的 序 公 理 ZB3 之 中 ， 
序 公理 : 
ZB3 VuVvywl uv >D(u) A DCG) AD(u)—>uu) 
A uvAvEu>u=v) A (uvAvEw uw) 
A(DGa AD(W—> jw wu A wvA Vw (Dw ) 
Aw <uNw urw Sw)))) A Iw (Dw) 
MN YulDl() uw ))] 
这 条 公理 较 长 ,实际 上 一 共有 6 个 句子 ,确定 了 6 件 事情 . 第 1 铅 ,x 委 DG) A D(w) 
指出 几 可 在 关系 之 下 进行 比较 的 模糊 子 集 都 是 “ 度 ”. 当然 ,这 并 没有 说 任何 
两 个 度 之 间 一 定 可 以 比较 . 以 下 3 名 分别 确定 了 度 之 间 志 关系 的 目 反 性 、 反 对 称 性 
及 可 传 性 : D(Cw) 一 uyU 夺 vA 作 v 寺 UUu 二 v ,Uv 人 vw>uw. 第 5 句 是 D(w) 
AD(W> Iw wuAwEvA Vw Dw) Aw SuAw vrw ew)), 此 对 
任何 两 个 度 wv, 痢 存在 一 个 最 大 下 界 w, 它 既 不 超过 , 不 超过 v( 从 而 是 ww 的 公 
共 下 界 ) ,又 比 uwv 的 任何 下 界 w 要 大 . 最 后 一 句 jw (DCw) A Vu(D(u)—>u 达 
zw )) 是 说 ,有 这 样 一 个 度 w , 它 比 任何 度 都 要 大 . 第 5.6 两 句 所 确定 的 uw 的 最 
大 下 界 和 整个 度 中 的 最 大 元 ,由 反对 称 性 可 以 证 明 它 们 都 是 唯一 的 ;所 以 ,可 以 用 
uv 来 记 w 和 w 的 最 大 下 界 , 用 1 记 度 中 的 最 大 元 ,又 称 为 最 大 度 . 
以 上 三 条 公理 刻画 的 是 基本 概念 e。 和 委 的 特征 .下 面 的 ZB4~ZB7 等 4 条 公理 
则 是 由 已 给 模糊 集 造 新 的 模糊 集 的 几 种 方法 . 
模糊 对 偶 公 理 : 
ZB4 VxrVyVuyvvuL Du) ADGv)A(rAyV 
(X=—=yAu=v)) > jf(VzVwlelz, fw)*> 
(z=x Aw=uV (z=yAw=v))) | 
其 含义 是 ,对 任何 x 和 yy 以 及 任何 度 x 和 w, 当 x 了 关 y 时 ,或 者 x 二 y 且 w 二 v 时 ,一 
定 存 在 一 个 模糊 无 序 对 /, 其 中 仅 有 x 和 y 分 别 以 度 x 和 w 是 了 的 元 素 . 显然 ,由 
ZB1 ,这样 决 定 的 f 是 唯一 的 . 我 们 记 之 为 {x,y) wo; 或 者 {y,x), ,但 不 可 记 为 {7， 
y}wu， 因 为 这 样 将 成 为 x 以 vv 度 、y 以 zu 度 是 /的 元 素 了 . 若 x 二 y, 必 须 u= 二 vw, 就 将 
这 个 模糊 无 序 对 (x,z) ,is 记 作 {x), ,这 是 一 个 模糊 单 点 集 . 另外 ,我 们 还 可 以 注意 
到 ,在 经 典 集合 论 中 , 含 x、y 两 元 素 的 无 序 对 {z,y} 是 唯一 的 ,但 在 这 里 ,由 于 度 的 
变化 , 含 zx、y 两 元 素 的 无 序 对 {z,y}* 却 有 无 穷 个 . 最 后 ,将 度 为 1 的 无 穷 对 {>z， 
y?11 就 简 记 为 {x,y) ,它们 又 成 为 经 典 集合 论 中 的 无 序 对 了 . 
下 一 条 公理 称 为 模糊 联 集 公理 ,这 是 近代 公理 (或 称 精确 的 经 典 ) 集 合 论 ZF 系 


41 @@ 


第 2 章 ”关于 模糊 数学 的 理论 基础 上 题 
统 中 的 联 集 公 理 在 模糊 集 论 中 的 平移 . 显然 ,对 给 定 的 模糊 集 zx, 我 们 希望 zx 的 任 
一 元 素 的 任 一 元 素 都 属于 x 的 联 集 , 问 题 在 于 它们 属于 z 的 联 集 的 度 该 是 多 少 ? 
看 来 最 合理 的 规定 应 该 如 下 :假定 el(i,zx;w) 及 el(z,t,w) ,直觉 地 ,我 们 置 z 以 度 ww 
属于 x 是 恰当 的 . 这 好 像 1 与 x 以 强度 为 x 的 绳子 相 联 ,z 与 上 又 以 强度 为 w 的 强 
子 相 联 , 则 zz 与 x 之 间 联 接 的 强度 应 该 是 x 与 w 的 最 小 值 . 不 过 我 们 以 w 和 w 的 
最 大 下 界 ww 来 代替 两 者 的 最 小 值 而 已 . 因为 度 之 间 仅 有 半 序 关系 ,两 者 的 最 小 值 
不 一 定 存在 ,必须 代 之 以 最 大 下 界 , 然而 ,如 果 还 有 另 一 个 上 ,使 得 同一 对 > 和 ~ 还 
以 1 为 桥梁 相 联 :el(z,t ,w ) 和 elt ,zx,w ), 此 时 又 可 形成 一 个 ww ,成 为 z 属于 x 
的 度 ,我 们 就 面临 着 究竟 选 哪 一 个 作为 = 属于 z 的 度 的 问题 . 当然 ,看 来 最 合理 的 
办 法 是 在 ww 和 ww 中 选择 较 大 的 一 个 ,同上 理由 ,我 们 就 取 它 们 的 最 小 上 界 . 但 
是 ,至 此 我 们 还 没有 肯定 过 度 的 集合 的 最 小 上 界 的 存在 性 ,然而 ,这 一 点 是 能 够 做 
到 ,不 过 要 等 到 ZB6 给 出 之 后 . 为 了 缩短 模糊 联 集 公理 的 长 度 ,我 们 先 引 入 以 下 的 
定义 : 
定义 2 UB(z,zrx;w ol DGw) A ViVuyV vle(z,tyu) Mel(t ,TU uurw) |; 
w=LUB(Gz, rT UBGz, rx;w) A Vw (UB(Gz,r;w )—>ww ). 
注意 xz,z 不 是 度 ,LUB(z,z) 也 并 不 是 zx,z 的 最 小 上 界 ,而 是 联接 z 与 x 的 “最 小 
上 界 度 ”. 
模糊 联 集 公理 : 
ZBS VYZz3 了 7VYz(CC3 了 ti 了 xune(Czi xz) 人 es(t rx,v)) 
— Jw(e(z, fw))) A Vwlelz, 大) 
— jtjdudvle(z,t,u) AgsC zz)) 
Mw—=LUB(z,7Xx))). 
要 注意 的 是 ,模糊 联 集 公 理 的 这 种 表达 形式 ,实际 上 断言 了 度 的 某 个 聚 类 ( 即 所 有 
联接 z 和 xz 的 "上 界 度 "ww 的 类 , 即 满足 定义 2 中 的 UB(z,ziz) 的 所 有 也 组 成 的 
类 ) 之 最 小 元 的 存在 性 . 因为 它 断 言 :给 定 任何 模糊 集 z, 有 这 样 一 个 模糊 集 三 存 
在 ,使 得 对 于 任何 ,和 苍 3j313j4u]jvCle(z,t,u) 人 elt,x,v)), 就 有 ww 满足 e(z,f,w)， 
并 且 这 个 w 就 是 LUB(z,z). 这 句 话 已 经 断定 LUB(z,z) 的 存在 性 了 ,除非 > 与 z 
之 间 不 存在 t 使 任何 e(z,t,w) 与 eli,x,v) 成 立 . 假如 我 们 选择 模糊 集合 的 联 集 公 
理 如 下 : 
VrjdfVzVwlelz, fw) dt dud velz,t,u) 
Melt,X,v)) Aw—=LUB(z, 7X)), 
则 在 满足 eC(z,t,w) 及 el(t,x,v) 的 tuv 都 存在 之 后 ,我 们 还 不 能 断言 z 以 某 个 度 
w 属于 了 ,因为 我 们 尚 不 知道 是 否 存在 一 个 ww 使 w= 二 LUB(z,x). 
易 证 满足 ZB5 的 f 是 唯一 的 , 记 作 Ux. 
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下 一 公理 是 模糊 替换 公理 模式 . 我 们 用 内 站 记 Wan ,wz，…un) ,其 中 昼 ,wo，… 

模糊 蔡 换 公理 : 

ZB6 令 几 (ai 坊 ) 及 由 (zsaui 坊 ) 是 2 的 至 少 含 两 个 自由 变 元 的 公式 , 则 
VPBIVBLVsVeVz p(s,z;B1) Mf (ss,z ;Bi)—>z=x ) 
AVzVwyVw (J (z,w;pB,) A (zs ;Ba) 

—>w—=w AD(w))—>V7xIy(VzY we(z,y,w) 

«>3sdv (els rv) Ag sz;3B1) A ye Cz,w; Ba)))|]. 
这 就 是 说 , 若 G5,z; 户 ) 及 gp (z,w; PB) 都 是 从 第 一 变 元 到 第 二 变 元 的 ( 单 值 ) 岳 
数 , 那 么 ,对 任何 模糊 集 xz, 我 们 总 可 以 将 其 中 的 元 素 s( 它 以 模糊 度 wv 属于 Z) 蔡 换 
为 任 一 元 素 x, 并 且 让 xz 以 某 个 度 w 属于 新 构成 的 模糊 集 y. 要 注意 的 是 ,在 经 典 集 
合 论 ZF 中 ,替换 公理 是 把 集中 的 元 素 任意 蔡 换 为 其 他 元 素 , 而 在 ZB 中 ,除了 元 素 
的 任意 替换 之 外 ,还 对 “ 度 ” 任 意 替 换 . 故而 可 把 ZB6 看 做 是 替换 两 次 的 公理 . 我 们 
还 要 指出 ,公理 中 最 后 一 式 jp(z,w;PBi) 中 的 z 并 不 是 ys(v,w;PBi) 之 误 , 因 阁 写 成 
J《v,w;PBz), 倒 反而 会 引起 同一 元 素 以 两 个 不 同 的 度 属 于 同一 模糊 子 集 的 矛盾 . 

为 形成 相当 于 徊 集 公理 的 ZB7, 须 先 引 人 模糊 子 集 的 概念 . 

定义 3 ZzCye*VzVr(e(zzu) 一 了 了 xs 和 As(zy yuU))). 易 证 模糊 子 集 
关系 是 自 反 、 反 对 称 及 可 传 的 . 

模糊 寡 集 公理 : 

ZB7 YrjyVz(zCre jwle(z, yw))). 

注意 我 们 不 能 断言 x 的 模糊 攻 集 y 的 唯一 性 ,因为 对 于 的 任 一 子 集 z ,我 们 
没 法 确定 唯一 的 度 也 使 e(z,y,w). 这 诸多 满足 条 件 的 y, 我 们 都 称 之 为 z 的 寡 集 . 
有 人 会 认为 , 取 定 这 个 隶属 度 z 会 带 来 方便 ,但 问题 在 于 ,这 个 唯一 的 隶属 度 zw 的 
待 选 者 从 直觉 上 看 是 难以 确定 的 . 不 过 这 种 不 唯一 性 并 不 妨碍 系统 的 建立 和 发 展 . 
须知 即便 不 是 如 此 约定 ,利用 ZB6, 也 还 是 允许 我 们 将 度 加 以 变化 而 得 到 x 的 任何 
其 他 的 模糊 宕 集 . 

由 已 知 模糊 集 而 造 出 新 模糊 集 的 4 条 公理 (ZB4 一 ZB7) 就 叙述 到 此 ,关于 由 它 
们 还 可 定义 的 其 他 运算 待 稍 后 作出 . 现在 再 给 出 ZB 的 最 后 两 条 公理 :模糊 正则 公 
理 ZB8 和 模糊 无 穷 公 理 ZB9 ,它们 的 功能 与 ZF 中 的 正则 公理 及 无 穷 公 理 相 类 似 ， 
前 者 使 我 们 证 得 如 下 结果 :没有 一 个 模糊 子 集 以 任何 度 成 为 自己 的 元 素 , 也 不 存在 
无 限 递 降 的 模糊 e 串 . 后 者 则 无 条 件 地 断定 含有 无 穷 多 个 模糊 集 的 集合 之 存在 性 . 

模糊 正则 公理 ， 

ZB8 Vzl jzjwelz, rw) Jzjwelz, rw) AN 

TJIyjujdvlely,z,u) Mel(y,r,v)))|. 
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模糊 无 穷 公 理 : 
ZB9 Ixl zjdwelz, rw A VZV wlelz, rw 
jvlell){z, (z}} ,x,v))) |. 
至 此 ,ZB 公理 集合 论 系统 构造 完毕 . 
以 下 将 由 这 些 公理 出 发 ,给 出 其 他 一 些 重要 概念 的 定义 ,并 证 明 一 些 重要 而 基 
本 的 定理 . 首先 ,我 们 来 定义 一 种 “标准 集 ”, 即 其 元 素 都 以 最 大 度 1 属于 此 集 . 我 们 
可 以 将 它们 视 为 精确 的 经 典 集合 . 
定义 4 STDC(X)e VzVwle(z,T,WwW)—>w=1). 
任 给 一 个 模糊 集 zx, 我 们 可 以 证 明 , 由 之 得 以 确定 唯一 的 一 个 标准 集 : 
定理 1 Vxj! y(STD(y)V Vzle(zyy,1)*> J vlel(z,r,v)))). 
证 明 定义 J(s,z) 呈 5s 二 z,yp(z,w) 呈 w 王 1, 再 用 ZB6 即 得 
定理 1 中 唯一 的 y 称 为 xz 的 标准 化 集 , 记 作 x;. 显然 x 是 标准 集 当 且 仅 当 z 王 
x; ,公理 ZB7 渐 言 了 任何 一 个 模糊 集 z 的 模糊 窜 集 的 存在 性 ,然而 ,我 们 也 指出 它 
不 是 唯一 的 .不 过 ,通过 对 这 些 医 集 的 标准 化 ,我 们 可 以 得 到 的 唯一 标准 模糊 知 
集 , 这 个 知 集 称 为 x 的 强 宕 集 , 记 为 P,(z)， 
在 ZF 系统 中 , 子 集 公 理 可 由 替换 公理 证 出 . 当 我 们 在 ZB 中 搞 清 子 集 公 理 的 
形式 之 后 ,类 似 的 结果 也 可 以 在 ZB 中 证 出 . 
定义 5 模糊 子 集 公理 是 ZB 中 如 下 形式 的 公式 : 
VBLVzZVwY vy (zw;B) A yz,v;B)—>v=w) 
VzxIy(VzVwlel(z, yw) > J vlel(z, Xx,U) 
Aw<v) Aglz,w;B))) |. 
定理 2 对 于 任何 Jy(z, 春 ;p), 子 集 公 理 在 ZB 中 是 可 证 公式 . 
证 明 在 ZB6 中 令 内 (yz)e>s 一 zy 加 (zy TBOY(z,w;B) A Iv(el(z, xz, 
v) A wv) 即 得 . 
实际 上 , 子 集 公 理 是 说 ,对 模糊 集 z 的 每 一 个 元 素 ,都 指定 一 个 比 它 属于 
的 度 较 小 的 度 ,使 z 以 此 度 属于 新 造 的 模糊 集 y. 显然 ,这 个 y 是 工 的 子 集 . 
作为 子 集 公 理 的 一 个 直接 应 用 ,可 以 证 明 模 糊 空 集 的 存在 性 : 
定理 3 了 lyVYVzVz(me(zyyyz)). 
即 任何 元 素 z 都 不 以 任意 的 度 属于 这 个 y, 称 这 个 唯一 存在 的 y 为 模糊 空 集 ， 
记 为 儿 . 
由 定理 2 还 可 以 得 到 . 
定理 4 奋 y(z;8B) 是 ZB 中 至 少 有 一 个 自由 变 元 的 公式 , 则 
VPVXII! y(VzVwle(zy yw) oe(z, Ttw) Ny(z;B))). 
此 定理 实际 上 更 接近 ZF 中 的 子 集 公理 . 
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以 下 要 证 明度 的 最 小 上 界 的 存在 性 . 先 给 出 两 个 定义 : 

定义 6 Fsd(r)oErGAVYzVY we(z,T,w)—>D(z)). 

这 个 xz 是 度 的 模糊 集 ({uzzy set of degrees). 

定义 7 w=sup(X)}EFsd(7x) A D(rw) 

NVzVulelz,T,uU) >zw) MY w (D(w ) 
A VzVulelz, Tu) > ) ww ). 

这 个 ww 是 度 的 模糊 集 x 的 上 确 界 . 

定理 5 VzCFsd(Cz) 一 了 1 wlw=sup(7x))). 

此 定理 可 以 用 ZB6 和 ZB5 证 明 , 因 证 明 较 长 ,限于 篇 幅 , 略 去 . 作为 定理 5 的 
特例 ,考虑 两 个 度 x 和 w, 知 存在 唯一 的 ww 二 sup《{u,v)). 我 们 给 出 以 下 定义 . 

定义 8 邻 D(w),DCv), 则 唯一 的 思 二 sup({uywv)) 称 为 w 和 w 的 最 小 上 界 , 记 
为 u 十 vw. 

前 面 已 定义 了 模糊 集 的 模糊 联 集 ,然而 在 那儿 并 没有 定义 两 个 模糊 集合 的 模 
糊 并 集 . 我 们 知道 ,在 精确 性 经 典 集合 论 中 ,aU5b 被 定义 为 Ut{a,6}. 我 们 想 平 移 这 
个 定义 ,似乎 应 当 考 虑 模糊 性 ,就 是 说 给 定 xz,y, 我 们 可 以 有 许多 其 元 素 仅 是 x 和 y 
的 模糊 集 {x,y),,, 因 此 ,也 就 有 许多 不 同 的 模糊 并 集 , 比如 说 定义 x Uy 二 
U(xz,y}s) 似 乎 也 是 合理 的 . 然而 ,由 这 个 定义 ,我 们 不 能 期 望 得 到 经 典 的 结果 的 
类 似 物 ,比如 zSzU.sy. 因为 我 们 可 以 有 一 个 元 素 以 度 双 属于 z, 但 它 却 以 较 zw 
为 小 的 度 wu 属于 x ,vy. 

作 了 这 一 番 考 察 之 后 ,我 们 发 现 最 适宜 的 定义 是 xUy 二 U(x,y)). 此 即 , 我 
们 把 两 个 模糊 集 的 并 集 看 做 是 一 个 标准 集 的 联 . 换 句 话说 ,在 把 两 个 模糊 集 归 并 为 
一 时 不 存在 模糊 性 ,模糊 性 仅 存 在 于 各 模糊 集 之 本 身 . 由 这 个 定义 ,我 们 看 到 精确 
性 经 典 集合 论 中 许多 关于 两 个 集合 之 并 的 结果 ,都 可 类 推 到 ZB 之 中 . 

定理 6 VaVbVuYvVwVz 

(De(zsasu) Aelz,a,U)—>e(z,alJb,utv), 

(iDe(zysasu) A Vu el(z,b,U)) >el(z,a Ub,u), 

(lel(z,aljb,rw)—> Julel(z,asu) 人 xi) 

V 了 ze(z,pu) A vw). 

定理 7 VaYVbVvevd 

(DalJb=6b la, 

(iDaCaljb, 

(lab ralb=b, 

(iv)alJa=4a, 


(v)aljG=a, 
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(vaCb AcCd>aljcEb Ud, 

(vii) ab) Uc=alU GUo). 

现在 来 定义 模糊 交 . 为 此 ,我 们 先 使 用 如 下 公式 的 一 个 简 记 : 

pzswsT Dw) A ViC dulelt, zu)) 
— ve(z,t,0))) A ViVuVvlelt,r,u) Nel(z,t,v) 
一 < AVw (Dw ) A ViVuy vle(lt,r,u) 
Nelz,t, vw uv) ww). 
显然 ,y 是 以 它 的 第 二 个 变 元 ww 为 结果 的 一 个 函数 , 即 给 定 x 和 和 xz, 只 有 唯一 的 一 
个 w( 如 果 存 在 的 话 ) 使 y(z,w; 广 ) 成 立 . 此 时 ,我 们 可 以 利用 子 集 公 理 得 到 下 面 
结果 : 
了 1 yC(VzVwlel(z, yw)e> J vl(e(z, (zr,v) 
Awv) Ay lz,w;7x))). 

定义 9 ”以 上 这 个 唯一 的 y 记 作 门 xz, 称 之 为 xz 的 模糊 交 . 

有 些 不 同 于 精确 性 经 典 集合 论 的 情况 会 发 生 . 我 们 考虑 某 个 t 以 很 小 的 度 
属于 xz, 则 们 xz 只 能 以 <w 的 度 含 有 一 切 元 素 . 这 样 就 可 能 有 zx 守 y, 但 却 人 站 x 信人 门 y， 
这 与 精确 性 经 典 集 之 交 的 性 质 相悖 . 不 过 我 们 在 按 如 下 方式 定义 两 个 模糊 集 的 模 
糊 交 之 后 ,它们 的 性 质 却 是 与 精确 性 经 典 集合 论 中 两 个 集合 之 交集 的 性 质 相同 . 

定义 10 a 站 2 一 站 (ao 

定理 8 VaVobVzVwle(lz,af\lb,w)e > Ju jv(e(z,a,u) 

Aelz,0,v) Aw—=uv) |. 

这 个 定理 是 显然 的 . 下 面 的 这 些 性 质 则 全 是 精确 性 经 典 集合 论 之 定理 的 翻版 . 

定理 9 VaVpoVcVd 

(Dalflb=bfa, 

(iD) af Nec=af GN oO, 

(liDaf lbCa, 

(iV)jaCb ral |b=a, 

(v)alfla=4a, 

(va 门人 三 个 ， 

(viDaCb AcCd—aflcCoebfd, 

(viiDalj afd)=a, 

(ix)a 门 (CU 一 a. 

最 后 ,利用 模糊 正则 公理 ,我 们 能 证 得 如 下 定理 : 

定理 10 VxVyLxrU(r}=yU{y)>zr=y]. 

这 条 定理 是 说 :xz 的 “后 继 ” 若 与 y 的 “后 继 ” 相 等 , 则 zx 与 y 相等 . 显然 ,我 们 可 
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以 证 明 YzCzU {z} 关 z), 这 与 定理 10 一 起 ,使 我 们 得 以 保证 满足 模糊 无 穷 公 理 
ZB9 的 任何 模糊 集合 x ,都 必定 含有 无 穷 多 个 模糊 集 . 

当然 ,我 们 还 可 以 在 ZB 系统 中 定义 更 多 的 新 概念 ,证 明 更 多 的 定理 ,以致 把 模 
糊 数 学 所 需要 的 各 种 概念 间 的 关系 都 一 一 刻画 出 来 . 不 过 ,一 方面 限于 篇 幅 , 我 们 
不 可 能 再 去 进行 这 种 展开 ; 另 一 方面 ,这 种 展开 也 不 再 属于 数学 基础 的 范畴 ,因而 
也 不 在 本 书 讨 论 范 围 之 内 了 . 

我 们 更 关心 的 却 是 这 样 一 个 问题 , 即 本 节 开 头 所 探讨 的 问题 :能 否 将 布尔 值 模 
型 就 当做 是 公理 系统 ZB 的 模型 ,从 而 就 在 这 个 意义 上 说 ,ZB 就 是 模糊 集合 论 的 恰 
当 的 公理 化 系统 呢 ? 以 下 的 讨论 表明 ,布尔 值 全 域 ”确实 可 以 被 看 做 是 ZB 的 一 
个 模型 ;而 前 文 已 指出 ,布尔 值 全 域 已 经 能 被 很 好 地 看 做 是 模糊 集 的 全 域 ,那么 , 模 
糊 集合 的 全 域 也 就 能 认为 是 ZB 系统 的 模型 . 或 者 反 过 来 说 ,ZB 公理 系统 就 是 刻画 
模糊 集合 论 的 合适 的 形式 系统 . 

首先 不 难 证 明 ZB 公理 系统 相对 于 ZF 系统 是 相 容 的 . 

定理 11 告 ZF 相 容 , 则 ZB 相 容 . 

证 明 将 ZB 这 样 解释 到 中 :把 s(Czyy 世 ) 翻 译作 zEyAz 一 1, 这样,ZB 
的 各 公理 都 成 为 ZF 中 的 公理 .所 以 , 若 ZF 相 容 , 则 ZB 相 容 . 

本 节 开 始 , 我 们 已 经 用 超 穷 递 归 的 方法 定义 了 布尔 值 全 域 Y…. 我 们 再 依 e 层 
次 递归 地 定义 V 在 V' ”中 的 藤 入 . 

定义 11 z={<<1,y|y€x), 这 里 1 是 布尔 代数 B 中 的 最 大 元 . 

为 使 是 ZB 的 模型 ,进行 如 下 的 解释 . 

(De(z,X,w) 解 释 为 

z€E Dom(x) Aw=x(z), 
(ix<w 解释 为 
ju Iv u,v EBAu Sv Mu=u Av=v) 

其 中 委 是 B 中 的 自然 顺序 . 

定理 12 在 上 述 解 释 下 ,V“” 构 成 ZB 的 模型 . 

本 定理 的 证 明 相当 长 ,我们 只 能 简要 地 叙述 如 下 : 

我 们 首先 指出 在 该 模型 中 的 度 就 是 B 的 元 素 在 定义 11 中 所 确定 映射 之 下 的 
象 T.3 等 .外延 公理 ,也 数 化 公理 、 序 公理 及 对 偶 公 理 都 不 难得 到 . 

为 证 明 V' ”中 的 联 集 公理 ,假设 zEV'” ,我 们 定义 f/fEV' 如 下 

Dom(f)=U {Dom(i) |1€ Dom(zx)}, 

且 对 于 zxE Dom( 由 ,f(z) 一 eat(z)。x(t), 其 中 A, 二 {1|z€ Dom(1) AtE Dom(x)}， 
“， "表示 了 中 的 乘法 算 子 . 这 样 我 们 可 证 f 符合 公理 中 的 要 求 ,即刻 画 了 Ux. 

为 证 Y ”中 蔡 换 公理 模式 , 令 xEV'” 并 定义 yEV 如 下 
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Dom(y)={zEV® | jE DomC(x) AM,2))) A wwE B)A gz,1w))}. 

且 zE Dom(y),y(z) 为 使 得 yo(z,ww) 成 立 的 唯一 wEB. 

模糊 子 集 关系 的 定义 之 解释 为 :x 是 V3 中 y 的 模糊 子 集 当 且 仅 当 Dom(z)S- 
Dom(y) 日 YzEDom(z)(z(z)< y(z)). 为 证 明 V2 中 的 医 集 公理 ， 对 于 xzEV 
定义 yYEYVB 为 :Dom(y) 王 (zzEV |1Dom(z)CDom(z) AVIGEG Dom(z)—>z(t) 
<“(b)}, 且 对 于 任何 zE Dom(y), 有 y(z) 一 1 . 

正则 公理 被 下 述 论断 所 证 实 : 着 TEV 人 ”有 x 关 名 ,; 则 了 jzE Dom(x) 满 足 
Dom(z) 门 Dom(x) 二 久 . 最 后 ,无 穷 公理 可 以 利用 通常 的 归纳 法 来 定义 而 满足 :二 多 ， 
fr: for 人 {1 ,以 及 xz: {fr1n€Ew) 一 {1 ). 这 个 xz 即 为 所 断定 存在 的 无 
穷 集 . 

这 就 完成 了 本 定理 的 证 明 . 

最 后 还 可 指出 一 点 ,在 这 个 模型 中 (以 及 更 一 般 地 ,在 ZB 中 ) ,以 度 o( 最 小 度 ) 
的 隶属 并 不 是 严格 地 与 “ 非 隶 属 ” 同 样 , 当然 这 将 与 Zadeh 模糊 集合 论 不 相 吻 合 . 然 
而 我 们 可 以 从 “外 部 ”就 将 最 小 度 的 隶属 看 成 是 非 隶 属 . 


| 2.4 中介 数学 系统 


至 此 ,我 们 已 讨论 了 两 种 为 模糊 数学 莫 基 的 方案 :其 一 是 直接 利用 精确 性 经 典 
数学 的 所 有 工具 和 方法 ,来 构造 各 种 数学 结构 (它们 仍然 是 经 典 数学 的 数学 结构 )， 
以 表示 我 们 所 期 望 的 模糊 数学 应 具有 的 各 种 特征 ,也 就 是 直接 奠基 于 精确 性 经 典 
数学 之 上 的 方案 . 其 二 则 是 独立 于 已 有 的 精确 性 数学 之 外 ,重新 专 为 模糊 数学 构造 
一 个 公理 化 集合 论 系 统 ZB. 然而 我 们 要 指出 ,配套 于 ZB 的 逻辑 工具 仍然 是 经 典 的 
二 值 逻 辑 系统 . 我 们 知道 ,二 值 逻 辑 是 为 刻画 那 类 非 此 即 彼 、 非 真 即 假 的 判断 而 建 
立 的 ;而 模糊 现象 却 并 不 具有 如 此 的 特性 . 因而 ,用 二 值 逻 辑 作 为 逻辑 工具 来 构建 
刻 面 模糊 现象 的 公理 系统 ,与 用 精确 性 集合 论 工具 来 刻画 模糊 现象 一 样 , 虽 也 可 以 
取得 成 功 , 却 依 然 难 于 充分 体现 模糊 性 . 

为 了 改变 这 种 状况 ,应 该 构建 特有 的 反映 模糊 性 的 逻辑 系统 ,再 以 这 个 逻辑 系 
统 为 配套 的 推理 工具 ,建立 特别 反映 模糊 性 的 集合 论 系统 . 这 项 工作 已 经 完成 ,这 
就 是 本 节 中 将 要 介绍 的 中 介 数 学 系统 . 

我 们 之 所 以 把 该 系统 称 为 “中 介 数 学 系统 ”, 而 不 称 为 “模糊 数学 系统 ”, 一 是 以 
示 它 与 现 有 的 直接 奠基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 模糊 数学 有 重大 的 区 别 , 二 来 也 
指明 该 系统 建 基于 “中 介 原 则 ”之 上 . 中 介 原 则 是 说 :有 些 谓词 是 有 一 类 所 谓 中 介 对 
象 的 , 即 该 对 象 对 这 个 谓词 而 言 , 既 不 能 说 是 严格 意义 下 的 “ 真 ”, 也 不 能 说 是 严格 
意义 下 的 “ 假 ”, 我 们 将 一 律 称 之 为 “中 介 ” 状 态 . 

这 样 , 我 们 首先 就 应 建立 具有 三 种 真 值 ( 即 真 .中 、 假 ) 的 逻辑 系统 以 直接 反映 


2.4 中 介 数 学 系统 
中 介 原 则 . 中 介 逻 辑 演算 系统 (Medium Logic, 简 记 为 ML) 就 是 这 样 的 逻辑 演算 系 
统 . ML 由 中 介 风 辑 的 命题 演算 系统 MP 及 其 扩张 区 域 MP ”中 介 膛 辑 的 谓词 泪 
算 系 统 MF 及 其 扩张 区 域 MF* .中 介 同 异性 演算 系统 ME ME” 组成. 在 ML 中 ， 
我 们 直接 引入 对 立 理 定 词 浅 和 模糊 否定 词 一 ,其 含义 是 :对 于 谓词 P(，), 如 末 
P(x) 为 假 , 就 说 PC(z) 真 ;如 果 PCz) 为 中 介 , 则 说 一 PCz) 真 . 中 介 逻 辑 的 命题 演 
算 系 统 MP 除了 它 的 形成 规则 及 其 归纳 定义 之 外 ,共有 十 二 条 形式 推理 规则 ,其 中 
只 有 肯定 前 提 律 (€ ) .传递 律 (z) 和 反 证 律 (一 ) (注意 否定 词 一 在 MP 中 被 定义 为 一 P 
二 gyP 一 ~~P, 即 导 PV ~p) 已 为 经 典 二 值 逻 辑 系 统 所 具有 ,其 余 皆 为 中 介 风 辑 演算 
系统 所 特有 . 具体 内 容 请 读者 参见 文献 [16] 一 L18]. 

为 了 下 面 阅读 的 方便 ,我 们 再 指出 ML 中 几 个 符号 的 含义 . 我 们 用 AHB 表示 
两 个 合式 公式 A 与 B“ 等 值 ”, 即 对 于 任何 指派 ,A 的 真 值 与 B 的 真 值 完全 相同 . 注 
意 它 与 二 值 逻 辑 中 AHB 的 意义 相当 ,但 在 中 介 人 逻辑 中 ,AHIB 却 不 再 表示 A 与 B 
等 值 ,而 只 表示 :A 真 时 B 一 定 真 ,B 真 时 A 也 一 定 真 ,但 A 取 中 或 假 值 时 ,对 B 就 
没有 限制 要 求 了 . 我 们 在 MP* 中 证 明了 ,A 时 B 当 且 仪 当 :(1)A 上 FB HL~A 上 一 也 
且 汪 A 上 上 汪 召 ,或 者 (2)AHB 且 汪 AHI 汪 也, 或 者 (3)A KB 是 永 真 式 . 

现在 ,我们 就 来 简略 介绍 中 介 数 学 系统 中 的 中 介 公 理 集 合 论 (Medium Axio- 
matic Set Theory, 简 记 为 MS) 的 内 容 . 由 于 内 容 较 多 , 依 发 表 时 的 顺序 分 为 六 小 节 
叙述 . 

首先 ,中 介 公理 集合 论 系统 MS 除 承 认 和 使 用 中 介 逻 辑 演 算 系 统 的 全 部 形式 
符号 .定义 符号 和 推理 规则 外 ,还 要 引入 两 个 基本 的 常 谓词 :其 一 是 二 元 谓词 E , 解 
释 并 读 为 “属于 ”, 其 二 是 一 元 常 谓词 疯 , 解 释 并 读 为 “小 ”. 


2.4.1 两 种 谓词 的 划分 与 定义 


先 给 出 精确 谓词 和 模糊 谓词 这 两 个 重要 概念 在 MS 中 的 形式 定义 ,并 讨论 和 
建立 MS 的 外 延性 公理 和 对 偶 公 理 . 

公理 工 (外 延性 公理 ) 4 一 b 关 Vz(zEa KzE€5b). 

这 条 公理 相当 于 ZFC 中 的 外 延 公理 ,但 在 MS 中 ,a 与 5 的 相等 由 任何 元 素 属 
于 两 者 都 要 等 值 来 决定 . 

定义 1{ 子 集 ) aCbSu Vz(z€Ea <zE€b). 

定义 2( 真 子 集 ) aCbSuaCSbA (abV a 宇 b). 

定理 1 a==b aCb AbCa. 

公理 (对 侦 公 理 ) 了 JcVzCzErc A(rx=aV r=0)). 


定义 3( 对 偶 集 ) ZE {a,b}Oa A(Xx=aV x=b). 
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定义 4( 单 点 集 ) {a} 一 uta,a). 

定义 5( 有 序 对 ) <ab>=y({a}, {ab}). 

定义 6( 单 点 序 ) ” {a} 二 ara. 

定义 7( 有 序 组 ) < dil st29""" CQ 全 一 < < al 39 人 Cn 一] > sn > 一 | ,4， "*o, 

以 上 这 些 定义 都 是 ZFC 系统 中 相应 定义 的 简单 平移 ,但 是 都 必须 考虑 到 被 定 
义 式 取 真 、 假 值 以 及 取 中 值 的 情况 下 的 合理 性 . 以 下 则 要 引入 MS 中 特有 的 “模糊 
谓词 和 “清晰 谓词 "概念 了 

定义 8( 模 糊 谓 词 ) | fuz 二 jx dr dr CE PT sy Ta stl st,)). 

定义 9( 清 晰 谓词 ) dis Pe fuz P. 

我 们 说 谓词 P 对 于 它 的 变 元 (x1，…*z,) 是 模糊 的 ,是 指 有 一 组 该 元 的 值 使 得 PP 
取 中 值 . 在 定义 8 中 ,谓词 己 之 前 的 模糊 否定 词 之 所 以 不 取 一 ,而 取 清 晰 化 后 的 忆 ， 
是 要 保证 ，fuz P 这 个 谓词 本 身 不 再 是 模糊 谓词 . 否则 的 话 ,“P 是 模糊 谓词 "也 不 
能 确定 真 假 , 那 就 太 复 森 了 .事实 上 ,在 这 两 个 定义 之 下 ,我 们 有 

定理 2 dis POV V xl Priyr, yt) VA Pr ,x, ;t) |. 

定理 3 fuz PV, dis ,A 

定理 3 俗 好 反映 了 我 们 的 意愿 :一 个 谓词 要 么 是 模糊 谓词 ,要 么 是 清晰 谓词 ， 
而 不 可 能 有 这 两 者 的 中 介 . 这 也 说 明 ,我 们 昌 认 为 有 许多 反对 对 立 均 具有 中 介 过 
渡 , 但 并 不 坚持 认为 一 切 反 对 对 立 均 具 有 中 介 过 渡 , 这 里 的 “模糊 ”与 “清晰 ”这 一 对 
有 反对 对 立 面 就 是 一 例 . 有 了 清晰 、 模 糊 谓 词 ,不 难 定 义 清 晰 集 和 模糊 集 ,并且 可 以 证 
明 已 经 定义 过 的 一 些 集合 的 清晰 性 . 

定义 10( 清 晰 集 ) disaSadis(r Ea), 

定义 11 (模糊 集 ) fuzaearfuz(zE a). 

定理 4 dis{a,b). 

定理 5 dis<ail,*a,>(n 之 2). 

定理 6 disa A disbp—>aTCbV ab. 


这 里 a 笑 b 是 习 4(aScb) 的 缩写 . 此 定理 说 ,a 与 5 都 是 清晰 集 ,a 富 5b( 即 ~(aSb)) 
就 不 可 能 发 生 , 同 样 a 袜 5( 即 ~~(a 二 四) 也 不 可 能 发 生 , 见 下 面 的 定理 . 

定理 7 disa A disb>a=bV ab. 

最 后 ,我们 可 以 期 望 有 序 对 二 a,5 汪 具有 与 ZFC 中 之 有 序 对 有 类 同 的 性 质 , 即 
下 述 定理 8. 该 定理 的 证 明 比 较 长 且 有 一 定 的 复杂 性 . 

定理 8 <a,b>==<c,d> Aa=e Ab=ad). 
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-一 ------—-- 


2. 4. 2 集合 的 运算 


我 们 将 在 本 段 建立 “ 恰 集 ”这 一 重要 概念 ,并 有 晶 引 入 由 集合 造 出 新 集 的 大 干 运 
算 , 包 括 联 、 交 、 外 集 、 中 介 集 、 清 晰 集 、 卡 氏 积 、 帘 和 集 等 . 其 中 ,外 集 、 中 介 和 集 、 清 晰 集 
是 ZFC 系统 所 没有 的 . 

定义 12( 恰 集 ) a exaP (zt) Oa Yxl(rEa KP(zx,t)). 此 即 ,a 是 谓词 关于 
变 元 z 的 恰 集 ,是 指 zxEa 的 真 值 与 P(x) 的 真 值 完全 相同 . 

定理 9 4a exaP (x,t) Ab exaP (zx,t)>a=b. 

此 定理 表明 一 个 谓词 关于 某 变 元 的 恰 集 是 唯一 的 ,这 使 下 面 的 记号 成 为 合法 . 

定义 13( 恰 集 简 记 ) ac 王 (zi| PCzyti) eara exaP (x ,i). 

以 下 将 利用 恰 集 简 记 来 引入 一 系列 的 集合 运算 . 

公理 下 ( 联 集 公理 } jj5(6 二 {x| jy(yEaAzrEy))). 

定义 14( 联 集 ) Ua=atzl 3y(yE€aAzxEy)). 

定义 15( 联 ) aUb=aU {a,6b). 

定义 16( 多 元 集 ) {al yar1yan) 二 a(als""* san-1}U (an),n 王 3,4,…. 

注意 联 与 联 集 的 区 别 ; 给 定 a,a 的 联 集 Ua 是 用 a 的 元 素 的 元 素 为 元 素 的 ;而 
对 于 两 个 集合 a 和 2 ,它们 的 联 aU2 是 用 a 的 元 素 以 及 2 的 元 素 作 元 素 的 . 

不 难 想见 , 当 a 是 清晰 集 ,a 的 元 素 也 是 清晰 集 时 , 联 集 Ua 也 是 清晰 集 ; 当 a,6 
都 是 清晰 集 时 ,a 与 6 的 联 a U6 也 是 清晰 集 . 这 反映 在 以 下 定理 中 : 

定理 10 disaA Yrx(xrEaS>disrt)—>disla. 

定理 11 disa A disb—>dis(a\b). 

定理 12 alJb={r|xrE€EaV rEb)}. 

定理 12 在 ZFC 系统 中 是 很 显然 的 ,但 在 MS 中 ,由 于 命题 可 取 中 值 ,情况 就 变 
得 复杂 了 . 依照 前 面 的 定义 ,我 们 须 证 3y(CyE {a,6} XEy)HxEaVx€E6, 可 以 
通过 如 下 4 个 推理 的 证 明 而 证 之 :(1) jy(CyE(ta:p)AzEy FzEaVxEp, (2)z 
EaVr€EbFHFIAyCYyE(a 6} ArEY) ,3HIy(yE {a,b} AzEy FA(rEaVrE 
b),(4)ArEaVrEb) FRIyyE {a,b} ArEy). 

紧 接着 的 交集 运算 与 上 面 平行 展开 . 

公理 玉 (交集 公理 ) jb 二 {x|Vy(yEa <rEy))). 

定义 17{ 交 集 ) [a=u{z|Vy(yEa <zEy))， 

定义 18( 交 ) af156=af(a,5}. 

定理 13 disaeAVxzCzEa 一 disz) 一 dis 门 aa. 

定理 14 disaA 人 disp=>dis(Ca 门 2). 
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定理 15 ca 门 6 一 (zlzEaAxzED)， 

下 一 个 要 定义 的 集合 运算 是 “外 集 ”, 即 素 朴 集合 论 中 的 补 集 . 我 们 知道 ,在 
ZFC 系统 中 ,通常 的 一 个 集合 之 补 不 再 是 ZFC 中 的 集合 , 因 若 承认 补 集 的 存在 将 
会 在 ZFC 之 中 引起 悖 论 . 所 以 只 能 讨论 差 集 或 相对 补 集 . 然而 从 我 们 的 思维 规律 
看 ,有 了 集合 ,立即 就 会 想到 它 的 (绝对 ) 补 集 , 这 是 很 自然 的 事 . 在 ZFC 中 不 允许 

. 补 集 的 存在 是 为 了 避免 悖 论 ,而 不 是 对 思维 规律 的 最 恰当 的 反映 ; 当 我 们 能 用 其 他 
的 办 法 (不 是 像 ZFC 系统 ,用 限制 集合 大 小 的 办 法 ) 避 免 悖 论 之 时 ,我 们 当然 希望 
引入 补 集运 算 ,现在 我 们 更 确切 地 称 之 为 “外 集 ”.: 

公理 V( 外 集 人 公理) jj6(6=={x|xFa)). 

定义 19( 外 集 ) a = 二 u(xzlrFa). 

下 面 这 几 条 关于 外 集运 算 的 性 质 是 易 证 的 . 

定理 16 4 二 a. 

定理 17 (alJb) =a Nb. 

定理 18 (ab) 二 a U6. 

定理 19 disa disa . 

外 集 是 把 集合 外 面 的 元 素 ( 即 不 属于 a 的 元 素 ) 变 为 本 身 内 部 的 元 素 . 下 面 的 
中 介 和 集 则 是 把 “中 介 属 于 ” 某 集合 的 元 素 汇 集 而 成 的 集 ( 当 然 , 同 时 也 把 集合 外 部 的 
和 内 部 的 元 素 都 变 为 中 介 和 集 的 “中 介 对 象 ”). 

公理 (中 介 集 公理 ) 32(0 一 (zlzEa)y). 

定义 20( 中 介 集 ) a ==a{x|zxEa)). 

定理 20 a -一 a . 

定理 21 a™~= 二 aljJa . 

定理 22 (aUD)~=(Ca~ Ne )UCa~ Nb)U Ca No). 

定理 23 (afN0)~=(a~ (M6 )U CaV No U CaNeo). 

正 像 中 介 逻 辑 演 算 系 统 ML 中 有 清晰 化 算 符 一 样 ,在 我 们 的 中 介 公 理 集合 论 
中 也 将 引进 清晰 算 子 , 它 可 将 任何 集合 改造 成 清晰 集 . 

公理 而 (清晰 集 公 理 ) 65 二 {rx|A(xXEa))). 

定义 21( 清 上 晰 化 集 ) au 三 {z|(zEa)))， 


所 谓 a 的 清晰 化 集 , 是 将 a 的 边界 上 的 中 介 对 象 和 外 部 元 素 全 都 推 向 外 部 ,内 
部 元 素 保 持 不 变 而 形成 的 清晰 集 . 清晰 化 集 一 定 是 清晰 的 . 

定理 24 disa . 

定理 25 disa=>a’ 一 a. 

定理 26 a ”= 二 a.. 
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定理 27 zzEcczEa ， 
定理 28 ac 二 (a (ja™). 
定理 29 (aUp) =a Ub. 
定理 30 〈a 门 2 一 4 Nb 
为 了 以 后 使 用 的 方便 ,我 们 还 定义 一 个 集合 的 “ 缩 集 ”如 下 : 
定义 22( 缩 集 ) ”al ==wa™ 门 a. 
定理 31 (1)x€a=>x€at; 


(2)rTEa>r al ; 
(3)XE a>ral. 
仿照 ZFC ,我们 再 引入 卡 氏 积 和 寡 集 . 
公理 硕 ( 卡 氏 积 公理 ) 3c(c= 王 (zl jy 了 3zCyEaeAzEpA 人 Arz 王 二 yx))). 


定义 23( 卡 氏 积 ) axXp=dut(zl 了 yz(yEaAzEpA6z= 王 二 yx) 上) 


定理 32 disa 人 Adisp 一 dis(cXD)， 
公理 区 ( 寡 集 公理 ) 36(6b 二 (zx|zxCa)). 
定义 24( 帘 集 ) 和 二 s(x|zxCa). 
定义 25( 窜 清晰 集 ) ”和 V 二 a( 绵 ). 


2. 4.3 谓词 与 集合 


本 段 将 给 出 “ 概 集 ” 这 个 重要 概念 的 形式 定义 ,并 讨论 和 建立 MS 的 泛 概 括 公 
理 、 替 换 公 理 .选择 公理 和 后 继 恰 集 公 理 , 其 中 泛 概 括 公 理 的 建立 和 讨论 是 本 段 的 
中 心 内 容 , 也 是 整个 MS 系统 的 一 个 中 心 内 容 . 

定义 26{( 概 集 ) 

a comP (7x, Oa Vr((P(zr,t)—>7rEa) AIP(zr,D) rE a)). 

定义 27{ 正 规 谓词 ) 

(1) 夺 7,y 是 项 , 则 Ey,x= 二 yy 都 是 正规 谓词 ; 

(2) 夺 P,Q 是 正规 谓词 , 则 P> Q, 导 P,~P 都 是 正规 谓词 ，; 

(3) 奢 Pla;z) 是 正规 谓词 ,个 体 词 a 在 其 中 出 现 ,z 不 在 其 中 出 现 , 以 xz 替换 a 
的 所 有 出 现 ( 相 应 地 ,部 分 出 现 ) , 则 VYxP(z,t) (相应 地 , 3x P(x,t)) 是 正规 谓词 . 

MS 中 的 谓词 是 正规 谓词 , 当 且 仅 当 它 能 由 上 述 形成 规则 (1)(2)(3) 经 有 限 步 
生成 .P 是 MS 中 的 正规 谓词 记 为 NorP. 


由 此 定义 知 , 凡 MS 中 谓词 含有 < 或 岗 , 或 含有 定义 符号 <, 志 ,入 ,于 , 习 时 ， 
该 谓词 就 不 是 正规 谓词 . 
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公理 XX( 江 概括 公理 ) ”对 任何 NorP, 只 要 其 中 不 含 a 的 自由 出 现 , 则 
dala com3 xr, Jr A XT Ta > AP(ris ,Tr ;t))). 


定理 33{ 泛 概括 定理 ) ”对 于 任何 NorP(z, 六 ,只 要 其 中 不 含 ua 的 自由 出 现 ， 
则 3 ala com P(x,t)). 


此 定理 就 是 Cantor 概括 原则 的 推广 . 它 断 言 , 对 于 任何 正规 谓词 P(x) ,不 管 
它 是 清晰 的 ,或 是 模糊 的 ,我 们 都 可 以 用 它 来 造 集 , 这 个 集 的 元 素 是 如 此 确定 的 : 
凡 满 足 P(z) , 亦 即使 该 谓词 为 真 者 ,就 在 集合 的 内 部 ; 凡 满 足 习 P(x), 亦 即使 该 
谓词 为 假 者 ,就 在 集合 的 外 部 ,但 要 注意 , 凡 满 足 ~PGz) 者 , 亦 即 使 得 该 谓词 取 
中 值 者 ,我们 没有 肯定 落 在 集合 的 何 处 . 事实 上 ,允许 它们 落 在 集合 外 部 .内 部 或 
边界 上 . 这 样 生成 的 集合 当然 不 是 唯一 的 ,将 它们 都 称 为 谓词 PP 的 概 集 . 初 看 起 
来 ,这 种 由 谓词 仅 能 造 概 集 的 规定 不 符合 Cantor 概括 原则 的 要 求 , 因 为 依据 概括 
原则 , 任 给 谓词 ,应 该 能 造 相 应 的 恰 集 . 不 过 , 当 把 谓词 限定 为 清晰 谓词 之 时 ,就 
能 得 出 所 要 求 的 结论 了 ,对 此 请 参阅 下 文 2. 5. 4 的 相关 内 容 , 在 那里 将 会 有 更 直 
观 的 认识 和 理解 . 

定理 34 disP (x) Aa comP (xz)>disa Ma exa P (Zz). 

定理 35 对 任何 NorP(z,t), 只 要 其 中 不 含 a 的 自由 出 现 , 则 disP (x,t) 二 > 
dala exa P(r,1)). 


因为 不 难看 出 ,Cantor 所 用 来 造 集 的 谓词 全 都 是 MS 中 的 正规 清晰 谓词 , 故 定 
理 34 表明 MS 中 全 面 保留 了 Cantor 意义 下 的 概括 原则 . 至 于 为 什么 Cantor 的 概 
括 原则 会 引起 那 论 (例如 Russell 悖 论 ), 而 我 们 在 MS 中 同样 使 用 之 却 不 会 引起 悖 
论 ,将 在 2. 4.6 节 中 专门 讨论 

现在 我 们 用 这 两 条 定理 来 构造 全 集 和 空 集 , 并 初步 讨论 全 集 与 空 集 的 性 质 . 

定理 36 ja(a exa(Z 一 工 ) ). 

定义 28( 全 集 ) V 王 af(zlz 一 z}. 

定理 37  VzGrEV). 

定义 29( 空 集 ) C=aV . 

定理 38 Vz(CzE 休 )， 

定理 39 一 一 他 一 . 

定理 40 (1)YVzCzEyV-),(2)YzCrE Of-). 

定理 41 Vzrz(zEa)<a 一 他， 

定理 42 disa 一 a ”一 他. 

定理 43 wg~"=V~"=0. 

为 了 给 出 替换 公理 , 须 先 定义 单 值 谓词 . 


2.4 中 介 数 学 系统 
定义 30( 单 值 谓词 ) 
0 p(X LE ,1) Nar V Zi V xz V xa (p(x 9 2 ,2) A p(x » C3 ,1 ) > 7 = XT; ). 
) 


公理 (替换 公理 ) 对 任何 他 ,PAT ,Tz2，t) ,只 要 其 中 没有 5 的 目 由 出 现 , 则 
Val Ma)—> I6 ML Ab exa( IJx(rEa Moplx, yt)))) |]. 

替换 公理 是 说 ,对 于 任何 小 集 a, 可 以 用 单 值 谓 词 g 将 其 内 部 的 元 素 换 为 其 他 
元 素 , 从 而 形成 新 的 小 集 0, 这 个 新 集 称 为 a 被 op 替换 而 得 的 替换 集 . 

定义 31( 替 换 集 ) Tepa—aty| x(xEa AopGCryb)} ,其 中 p(x,y;,t) 是 单 
值 谓词 . 

由 替换 公理 不 难得 出 如 下 的 子 集 定理 : 

定理 44 WM(a)=> jbOME) AbL exa(yEa A yy))). 

下 面 再 给 出 MS 中 的 选择 公理 . 

定义 32( 么 元 素 集 ) IT(a)SSu jx(a 王 {x)). 

公理 并 (选择 公理 ) 

Ma)A YrVy( (rEaNyEaMA™ (r=y))>r{1y= 2) 
=> jo MG A YrrEaArAGI zz))). 

这 就 是 说 ,如 果 小 集 a 中 任何 元 素 两 两 不 交 , 则 可 以 找到 一 个 “选择 集 ”5, 它 也 
是 小 集 , 日 5 与 a 中 每 个 元 素 之 交 为 单 点 集 . 注意 元 素 两 两 不 交 的 刻画 是 (zEaAy 
EaA™(zr 二 y)) 二 zx 站 yy 二 名 ,而 不 是 (TEaAyEaA 刀 (z= 二 y)) 二 Xx[1y 二 名 ,因为 
依 后 一 条 件 , 有 时 将 找 不 到 选择 集 4. 

以 下 讨论 后 继 、 后 继 集 和 后 继 恰 集 , 然 后 给 出 后 继 恰 集 公 理 , 由 后 继 恰 集 的 存 
在 性 立即 可 推出 无 穷 集合 的 存在 . 所 以 在 MS 中 我 们 不 再 另 列 无 穷 公 理 . 

定义 33( 后 继 ) a =ua UU {a}. 

定义 34( 后 继 集 ) bsucaSSaaCbAAVYr(rEb <z €b). 


定理 45 VajbClbsuca). 

定理 46 ”一 (psuca) 后 一 (CGO) A Yr(rEb <z+ Eb). 

公理 好 (后 继 恰 集 公 理 ) 中 (c) 之 了 岂 L JI(CO) Ab exa Y y(ysuca <x Ey)|. 

定义 35 (后 继 恰 集 ) a# 二 {x| 了 M(a) A Vy(ysuca <x € y)}. 

所 谓 后 继 恰 集 ,是 针对 小 集 才 设置 的 . 实际 上 ,小 集 a 的 后 继 恰 集 是 a 的 所 有 
后 继 集 之 交 , 也 就 是 a 的 “最 小 后 继 集 ”, 这 一 点 将 在 后 面 证 明 . 如 果 我 们 能 把 a 的 
所 有 后 继 集 组 成 一 个 集合 S ,那么 后 继 恰 集 a* 就 是 S 的 交集 门 S, 然 而 遗憾 的 是 ， 
我 们 做 不 到 这 一 点 , 即 无 法 用 泛 概 括 公 理 或 其 他 公理 将 a 的 所 有 后 继 集聚 拢 为 一 
集 , 所 以 我 们 需要 后 继 恰 集 公理 . 
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定理 47 WM(a)=>a! 一 他. 

定理 48 (a)—>aCat. 

定理 49 Vx(r€Eat < €at). 

定理 50 WM(a)=>at suc a. 

定理 50 是 定理 48、 定 理 49 的 直接 结论 , 它 表 明 小 集 的 后 继 恰 集 必 是 后 继 集 ， 
我 们 还 可 证 : 

定理 5S1 WM(a)=> jbOWRCE) A (Vb suc a). 

定理 52 Vy(y suca <a! Cy). 

这 又 表明 ,a 的 后 继 恰 集 是 a 的 所 有 后 继 集 的 子 集 , 因 而 ( 青 加 上 定理 50) 是 a 
的 一 个 最 小 后 继 集 . 

定理 53 MM(a)—>VYr(rEar Ol(rEaV 了 y(CyEat# 人 一 工 )))， 

此 定理 又 指出 ,小 集 a 的 后 继 恰 集 ea# 中 任何 元 素 , 要 么 是 a 的 元 素 , 要 人 么 是 
a+t 中 别 的 某 元 素 的 后 继 ,而 无 其 他 什么 元 素 . 这 从 另 一 角度 刻画 了 后 继 恰 集 的 极 
小 性 . 

最 后 ,我 们 还 通过 如 下 几 条 和 定理 指出 ,清晰 小 集 的 后 继 恰 集 仍 是 清晰 小 集 . 

定理 S54 disaApsuca 之 p suca. 

定理 55 disa=>disat*. 

定理 56 WM(a) A disa=> J bCML) A disb Ab suca). 

后 继 恰 集 a* 即 为 定理 56 中 存在 的 6. 

这 样 , 如 果 我 们 取 a 二 儿 , 则 知 后 继 恰 集 名 + 是 小 集 , 且 是 清晰 集 , 它 就 是 ZF 中 
的 w. 


2.4.4 小 集 与 巨 集 


本 节 引 入 小 集 与 巨 集 的 概念 , 虽然 前 文 已 出 现 了 小 集 符 号 叫 , 并 在 后 继 恰 集 处 
讨论 了 它 的 一 些 性 质 , 但 还 没有 系统 全 面 地 刻画 这 一 基本 概念 . 本 节 将 用 一 系列 公 
理 来 完成 这 种 刻画 ,同时 也 就 结束 了 构造 MS 整体 框架 的 工作 . 

公理 邓 ( 清 晰 公理 ) dis M(x). 

即 ,“ 小 集 ” 这 个 概念 认定 为 清晰 的 . 当然 ,这 只 是 我 们 把 自己 的 工作 限定 在 清晰 范 
畴 内 ,以 求 得 问题 的 简化 ;并 不 排除 以 后 再 发 展 为 考虑 “小 集 ”“ 巨 集 ”*”“ 中 集 ” 的 可 
能 性 . 

定义 36{( 巨 集 ) GTICa) 合 如 (ca). 

公理 对 ( 巨 集 公 理 ) GTICa)VGTICa-)VGTICc ). 

公理 观 ( 小 清晰 公理 ) 驳 (a) 全 Ja ). 

公理 将 ( 单 点 小 集 公 理 ) Tc) 一 网 (Ca). 
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公理 歼 ( 小 联 集 公 理 ) 秽 (a) AVzGCzEa 凡 (z)) 之 风 (Ua). 
公理 闯 (小 交集 公理 )” 秽 (a) 人 jzCzEaA 台 (z)) 之 凡 C 站 ca). 

这 一 系列 公理 指明 了 我 们 约定 哪些 集合 是 小 集 , 它 们 的 意义 都 是 清楚 明日 的 . 
由 它们 出 发 ,我 们 可 以 证 明 以 下 这 些 集合 的 “小 集 性 ”. 

定理 $7 WM((a,b}). 

定理 58 MWM(a) A M6)—>M(aUD). 

定理 59 WM(a)V M5)—>M(afl ob). 

定理 60 WM(a) MAbCa=>MWM(D). 

定理 61 员 (C1). 

定理 62 CTCV)， 

定理 63 WM({al,az ,a }). 

我 们 已 经 讨论 了 空 集 \ 单 点 集 、 多 元 集 , 以 及 在 一 定 条 件 下 小 集 的 并 、 交 、 子 集 
等 都 具有 小 集 性 . 我 们 知道 , 当 a 是 小 集 时 ,a 的 清晰 集 a 也 是 小 集 , 但 a 及 a 不 
一 定 是 小 集 , 并 且 a 与 a 中 至 少 有 一 个 是 巨 集 . 所 以 ,小 集 的 概念 是 针对 集合 的 
“内 部 ”元 素 多 少 而 定 的 , 它 与 其 边界 上 的 元 素 和 外 部 元 素 无 关 . 

为 了 讨论 余下 的 客 集 运算 、 卡 氏 积 运算 的 小 集 性 ,我 们 又 需 加 入 新 公理 ,这 也 
是 MS 中 最 后 一 条 公理 : 

公理 六 (小 究 集 公理 ) 好 Ka) 人 好) 一 网 ( 和 9) 

这 是 说 : 当 a 和 a 的 中 介 集 a” 均 为 小 集 时 ,a 的 寡 集 络 也 是 小 集 , 初 看 起 来 ， 
只 需 规定 最 (ea) , 即 可 认为 唤 ( 和 0) ;然而 在 经 典 集合 论 中 成 立 的 事实 到 中 介 集 合 论 
中 将 变 得 复杂 起 来 ;如 果 不 规定 ga- ) ,那么 a 的 子 集中 可 以 有 许多 许多 个 其 “内 
部 ”元 素 相 同 , 但 “边界 ”元 素 各 不 相同 (它们 仍 算是 不 同 的 子 集 ) ,所 以 此 时 就 不 能 
保证 其 寡 集 入 (以 a 的 这 些 子 集 为 元 素 ) 仍 是 小 集 了 . 不 过 , 当 a 是 清晰 集 时 ,我 们 
只 需 < 是 小 集 即 可 保 统 是 小 集 . 

定理 64 MM(a) 人 disa 之 和 (20). 

定理 65 ” 久 (a) 之 了 8) Ab exa(ZC-4 Adisz) )， 

对 于 小 集 a, 我 们 可 以 把 a 的 清晰 集 a 的 一 切 清晰 子 集 xz 概括 成 小 集 5, 这 个 
小 集 称 为 a 的 清晰 震 集 ,注意 它 与 定义 25 中 的 短 清 晰 集 有 所 不 同 . 

定义 37{ 清 了 晰 罕 集 ) HU(a)= 二 {x| 秽 (a) zxCa’ A diszx). 

易 证 以 下 两 条 定理 ， 

定理 66 M(H (a)). 

定理 67 dis(%R (a)). 

最 后 来 讨论 卡 氏 积 的 小 集 性 . 为 此 ,只 需 用 某 个 小 集 作 为 aXw6 的 扩 集 即 可 ,我 
们 通过 下 面 的 各 定理 做 到 这 一 点 : 


第 2 章 关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 本 
定理 68 MC(a) A M6) AzEaAyE 一 一 7Ty>>E 现 (CUp)). 
定理 69 WM(a) A M6)—> aX6b) CH WaUD)). 
定理 70 凡 (c) A M5)—> Ma Xb). 
至 此 ,各 种 运算 之 后 对 于 集合 小 集 性 的 影响 讨论 完毕 . 


2.4.5 MS 与 ZFC 之 间 的 关系 


如 所 知 ,作为 精确 性 经 典 数 学 的 理论 基础 的 ZFC 公理 集合 论 系 统 ,通常 包括 
外 延 、 对偶 . 空 集 . 联 集 、. 寡 集 、. 替 换 、 分 出 .无穷 .选择 .正则 等 10 条 非 逻 辑 公 理 . 但 
其 中 分 出 公理 可 由 替换 公理 推出 ,而 正则 公理 又 仅 是 为 避免 悖 论 而 设置 的 ,对 于 由 
ZFC 推出 整个 精确 性 经 典 数 学 不 起 作用 . 所 以 ,我 们 只 要 在 MS 中 对 个 体 和 谓词 加 
以 适当 限制 后 ,能 把 上 述 10 条 公理 中 除 正则 公理 和 分 出 公理 之 外 的 各 条 公理 均 作 
为 定理 推出 ,不 表明 整个 精确 性 经 典 数学 也 能 葛 基 于 MS. 但 同时 ,MS 还 研究 和 处 
理 模糊 谓词 和 模糊 集合 等 模糊 性 量 性 对 象 ,因为 MS 在 中 介 原 则 和 泛 概 括 公 理 的 
观点 下 ,不 仅 洒 认 中 介 对 象 的 存在 ,同时 还 接受 模糊 造 集 谓词 的 使 用 . 因而 ,可 以 更 
广泛 地 说 ,MS 已 经 成 为 精确 经 典 数 学 和 研究 模糊 现象 的 不 确定 数学 的 共同 基石 . 

我 们 首先 指出 , 春 将 中 介 逻 辑 演算 系统 ME 中 的 形式 符号 一 二、VY 二 分 别 视 
为 经 典 二 值 逻 辑 中 的 否定 词 . 草 涵 词 .全称 量 词 及 等 词 , 则 经 典 二 值 逻 辑 便 是 ML 
的 子 系统 ,因为 这 些 逻 辑 联接 词 满足 下 列 推理 规则 "1 : 

(E)A 4A，HFAIG 一 /2，……72). 

(cr 如 果 卫 上 A( 不 空 ) FA, 则 工 上 A. 

(一 ) 如 果 卫 ,一 A 上 B, 一 B, 则 工 上 A. 

(>-_ )A—=>B,A FB. 

(二 ; ) 若 了 ,4AFB, 则 了 上 FA>B. 

(VY_)VzA(GCr) FA(a). 

(VY+) 如 果 卫 上 FA(c),a 不 在 卫 中 出 现 , 则 三 FFVzA(Cz)， 

(T-)AGa),a 一 上 上 A(CO), 其 中 A(O) 是 由 A(Cz) 中 oa 的 某 些 出 现 替换 为 2 而 得 . 

(T+) Fa=a. 

再 将 人 、V 、 仿 3 视 为 导出 符号 ,这 就 形成 通常 使 用 的 经 典 二 值 逻 辑 演算 系统 
F“, 它 仍然 是 中 介 逻 辑 演算 系统 ML 的 子 系统 . 下 文 就 以 该 系统 作为 近代 公理 集 
合 论 系 统 ZFC 的 配套 逻辑 工具 ， 

我 们 用 这 些 逻 辑 工 具 先 在 MS 中 定义 自然 数 系统 . 

定义 38( 递 归 集 ) Ind()SOuM(a)A CEaN Vr(rEart Ea). 

定理 71 3 了 ja(mnd(Cc)AYVYVzCzEa 全 YYy(Ind(y) 一 zzEy)))， 

实际 上 ,递归 集 就 是 至 少 含 元 素 乡 的 后 继 集 ,而 定理 71 所 肯定 存在 的 是 最 小 
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的 递归 集 ,也 就 是 我 们 在 前 文 指出 的 好 的 后 继 恰 集 好 # . 当然 ,这 里 的 命题 联接 词 
做 了 更 改 , 这 是 为 了 使 本 段 的 工作 全 部 能 戏 和 人 ZFC 中 而 做 的 技术 处 理 , 但 在 一 定 
条 件 下 ( 即 当 所 考虑 的 集合 均 是 清晰 集 时 ), 这 种 表达 与 前 文 使 用 < 等 符号 的 表达 
是 一 致 的 . 

定义 39( 自然 数 集 ) wla)SulInd(a)A Yr(rEaSOVy(lInd(y)—>rE€Ey)). 

将 定理 71 中 所 肯定 存在 的 集合 a 称 为 自然 数 集 . 此 集 是 唯一 的 ,但 我 们 没有 
使 用 这 一 性 质 ,这 里 只 约定 “a 是 自然 数 集 ”这 个 谓词 的 定义 ,这 种 记 法 比较 方便 . 
自然 数 集 的 元 素 即 自然 数 . 

定义 40( 自然数 ) NO)Su da(w(a) AbEa). 

定理 72 VxzCNCz) 之 dis(z)). 

定理 73 (1)N(0). 

(2)YZzCNCz) 一 NGCz )). 
(3)VZzCNCz) 一 (z= 王 0V dN(y) Azr=y' ))). 
(4)YzVYCCNGz) AN(y) Ax' =y' ) 一 zz 一 当 ). 
(5)VYzCNCz) 一 一 (z =0)). 

证 明 (1)、(2)、(5) 都 是 显然 的 , 现 证 (3) 和 (4). 

证 (3) 设 N(xz), 即 存在 4, 使 w(a)AxEa, 则 由 观 (a) ,及 定理 44( 子 集 定理 )， 
存在 下 列 集合 : 

b={ylyE€aA(y=0V xz(zEaAz 一 四))， 

因 06E2p, 且 Vy(CyE bp 一 EDp), 故 Ind(p)， 从 而 ED 即 z=0V jy(yEa 人 
y 一 z) ,显然 这 里 > 满足 N(y), 故 (3) 得 证 . 

证 (4) 设 NGCz)ANGC Ac 三 yy , 则 存在 集合 a. ,使 xzEaeAow(a) 及 >yEpDA 
wb). 因 Ind(a) 及 w(b), 有 yEa. 再 由 刀 (a) 及 定理 44, 存 在 集合 c 王 {(z|zEaAU 
z+ 二 z). 因 U0 二 UC(0U{0))==0, 故 0€c. 设 zEc, 由 本 定理 (2), 可 知 UU (z7)+ 
一 避 (一 U{z 一 (Uz UU (zt ))=zUz! =zU (zzU {z}))=zU {z}=zt. 从 
而 > Ec, 故 Indl(c)， 由 此 可 得 x€c 有 日 yE€c, 因 此 x 二 Uxrt= 二 Uy! = 二 y. 故 (4) 
得 证 . 

容易 看 出 ,定理 73 中 的 (1) 一 (5) 即 为 Peano 自然 数 系统 的 5 条 公理 . 以 此 5 
条 性 质 为 公理 ,并 以 前 述 之 逻辑 系统 为 推理 工具 , 即 可 在 MS 中 推出 所 有 自然 数 性 
质 . 特别 地 ,可 在 下 文中 使 用 自然 数 上 的 归纳 原理 和 递归 原理 等 . 以 下 将 用 m、n、k 
等 字母 表示 自然 数 . 

定义 41(2 次 联 集 ) ”Urx=ax; Uz=gU (Ur). 

定义 42( 良 集 ) wz)SSadis(r) 人 gz) A VnV yyE Ur=dis(y) A MY)). 

我 们 所 定义 的 良 集 , 就 是 本 身 是 小 的 清晰 集 ,其 元 素 也 是 小 的 清晰 集 , 其 元 素 
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的 元 素 以 及 再 其 后 的 元 素 的 元 素 的 元 素 等 ,直至 任何 一 层 的 “子孙 ” ,都 仍 是 小 清晰 
集 . 良 集 有 一 个 很 好 的 性 质 , 即 其 元 素 仍 为 恨 集 : 

定理 74 w(a)OVr(rEaSw(z)) Mdisa A Ma). 

我 们 在 ZFC 中 所 遇见 的 所 有 集合 都 是 展 集 , 因 此 ,我 们 就 把 这 里 所 定义 的 良 
集 作为 ZFC 对 象 的 代表 . 为 方便 起 见 , 下 文中 几 良 集 均 用 希腊 字母 a.B8、Y 等 表示 
之 . 即 Va(…) 表示 Yz((z) 一 …)， 了 8(…) 表 示 3 yCw(y) 人 …) 等 . 接 下 来 ,可 
以 证 明 下 述 8 个 定理 ,它们 是 : 

定理 75 VaVB(VyYEaSOYEB a=P). 

这 是 ZFC 中 的 外 延性 公理 . 

定理 76 VaVp3J7yV6CE7Y7 人 (0 一 xV 6 一 及 ). 

这 是 ZFC 中 的 对 偶 公 理 ， 

定理 77 3 了 JaVpCnCEa) )， 

这 是 ZFC 中 的 空 集 公理 . 

定理 78 VajBVY(YEPSO IEaAYED). 

这 是 ZFC 中 的 联 和 集 公理 . 

定理 79 VajBV7Y(YEBOVO(6EY6Ea)). 

这 是 ZFC 中 的 寡 集 公理 . 

定理 80 设 %z,y) 为 只 含 谓 词 E 及 形式 符号 一 >、 和 人、V 、 了、VY 二 的 合式 
公式 , 则 

VaypVyY7XGVa pp) 人 Way 2) 一 6 一 7) 
>VadjdBvV7y(YEBPSO JIGEa A yp 6,7))). 

这 是 ZFC 中 的 符 换 公理 ,我 们 简要 地 证 明 如 下 : 

证 明 由 MS 的 公理 氏 ( 替 换 公理 ) 知 ,对 任何 a, 存在 集合 5 满足 : 

WuUD) Ab exal 了 zzEau AWGzyy) Awly))), 
注意 我 们 取 公 理 并 中 的 单 值 谓词 为 y(x,y) Aw(y), 易 知 它 仍 是 单 值 谓 词 . 从 而 有 
MB AVyCyED 全 zzEaAWUWzyy) Mwly))) (C(x) 

注意 我 们 使 用 的 是 后 符 号 ,所 以 yEB xx jxC…) 完 全 可 推出 yE65 镶 jxC…), 并 
且 a 是 清晰 的 ,a 二 a, 所 以 上 式 中 的 5 上 角 加 圈 以 及 a 不 加 圈 都 是 合法 的 . 特别 地 ， 
我 们 有 VyC(yE5 过 wl《y)), 故 wl5"). 可 记 这 个 5 为 B 

对 任意 yEp8, 由 上 式 (* ) 知 ,存在 6 使 6Ea 且 yC6,7). 反 之 ,对 任何 y, 若 存在 
6 使 5Ea 且 y(66,7), 则 习 xCzEaAyl(z,7Y)Aw(7)), 于 是 依 (x ),YEB, 综 上 知 

VajIBYVY(YEBS IGEa NSE,7)). 
定理 81 ja(0E€EaA VB(BEa>B! Ea)). 
这 是 ZFC 中 的 无 穷 公理 . 


2.4 中介 数学 系统 
定理 82 Va(VBVY(BEaNAYEaA "(B=7 > 16EBASEY)) 
>I6VynEaA y=0)>jI! 7Y(YESAYED). 

这 是 ZFC 中 的 选择 公理 . 

既 已 证 明了 对 于 良 序 集 而 言 ,ZFC 中 的 外 延 \、 对 偶 、 空 集 、 联 集 、 客 集 、 替 换 \ 无 
穷 .选择 等 8 条 公理 都 为 真 ,又 知道 分 出 公理 可 由 替换 公理 证 出 ,那么 就 把 ZFC 中 
除 正则 公理 之 外 的 所 有 公理 都 在 MS 中 作为 定理 证 明 出 来 了 . 我 们 把 ZFC 中 除 正 
则 公理 以 外 的 所 有 公理 所 构成 的 公理 系统 记 为 ZFC ,因而 ZFC 是 MS 的 子 系 
统 . ZFC -之 配套 的 推理 工具 已 在 本 段 开头 陈述 过 了 . 总 之 ,至 此 已 达到 了 本 节 开 头 
所 说 的 目的 . 


2.4.6 ”逻辑 数学 悖 论 在 MS 中 的 解释 方法 


我 们 在 2. 4. 5 节 中 指出 ,ZFC 中 的 所 有 公理 均 可 在 MS 中 对 个 体 和 谓词 加 以 
限制 后 得 以 证 明 . 我 们 又 曾 指 出 :对 于 展开 精确 性 经 典 数 学 而 言 ,ZFC 系统 已 足 ， 
因为 正则 公理 在 ZFC 系统 中 只 是 为 了 避免 悖 论 才 设置 的 ,该 公理 对 于 推出 整个 经 
典 数学 不 起 作用 . 读者 也 许 会 认为 MS 中 没有 正则 公理 , 则 可 能 要 出 问题 ,例如 MS 
能 够 避免 悖 论 的 发 生 吗 ? 或 者 最 起 码 的 ,ZFC 能 得 以 避免 的 悖 论 ,在 MS 中 还 能 有 
效 地 避免 吗 ?” 本 段 的 讨论 将 表明 ,历史 上 种 种 逻辑 数学 那 论 ,包括 过 去 在 ZFC 中 
无 需 解 释 的 著名 的 关于 n(3 志 nn 二 w) 值 逻辑 的 莫 绍 把 悖 论 以 及 无 穷 值 悖 论 , 都 可 以 
在 MS 中 得 到 合理 的 解释 . 


定理 83 a comkP(z)ApcomaP(z) 一 (aeU(y ))exaP(x)， 


定理 84 VS 一 (CS exar Ex)). 

这 两 条 定理 表明 , 若 任 何谓 词 ( 不 管 是 不 是 正规 谓词 ?都 允许 造 概 集 , 则 我 们 可 
对 任何 谓词 造 恰 集 ,但 如 果 对 任何 谓词 ( 哪 伯 是 正规 谓词 ,例如 定理 84 中 的 zxEz) 
可 造 恰 集 , 即 会 引起 矛盾 . 所幸 的 是 ,在 我 们 的 中 介 公 理 集合 论 系 统 中 ,只 允许 正规 
谓词 才 可 造 集 ,而 且 只 允许 造 概 集 , 这 就 使 得 直接 用 概括 原则 引起 那 论 的 道路 被 切 
晰 了 . 但 是 ,允许 正规 谓词 可 以 造 概 集 是 否 会 引起 矛盾 呢 ? 下 面 的 定理 表明 , 虽 在 
二 值 逻 辑 中 可 能 会 引起 的 巴 盾 ,在 多 值 逻 辑 中 却 能 避免 . 

定理 8$ wa com(zEZ)-> "(a€Ea). 


定理 86 a com(r¥ x)>—(a€E a). 


证 明 ” 依 概 和 集 的 定义 ,所 有 x,Xz&rx 地 XTEa. 了 (XX) 二 (XEa), 妈 XErxrrx 
Fa. 以 x 二 a 代入 ,有 aFa=>aEa,a€a=>a&Ka, 亦 即 有 a 久 aSOaEa. 这 在 经 典 四 
辑 中 是 一 个 悖 论 , 也 就 是 著名 的 Russell 悖 论 . 但 在 中 介 逻 辑 中 , 这 不 是 说 a 和 亿 a 与 


61 OO 


第 2 章 关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 


a Ea 等 值 , 而 只 是 当 a 人 ea 真 , 即 caEa 假 时 ,aEa 也 真 ; 反 之 ,aEa 真 时 ,a fa 也 


真 . 只 是 我 们 令 aEa ,这 一 切 都 仍 是 可 成 立 的 . 
类 似 地 ,也 可 以 在 MS 中 找到 对 沈 有 易 悖 论 的 解释 . 
定义 43(n 鼻 环 集 ) cyc (z)GuzxE， 
Cyca (TI dr dr TEX ATiExs 人 …A 人 ziIEZ)(C2 之 2). 
定理 87 4a Com cycn (XT)>~cyc (a). 


此 定理 之 证 明 与 定理 86 的 证 明 相似 ,其 铬 设 cyc, (a), 则 会 引起 矛盾 , 夺 设 
cycr(a) ,也 会 引起 矛盾 . 所 以 只 有 cyc (a) 取 中 值 才 可 , 即 有 ~cyc, (a). 

如 此 看 来 ,在 中 介 逻 辑 中 ,避免 产生 矛盾 的 办 法 是 将 一 些 命题 的 真 值 推 向 既 不 
真 又 不 假 的 中 间 值 ;那么 ,对 于 多 值 逻辑 悖 论 , 又 将 向 何 处 推移 呢 ? 

我 们 先 在 ML 中 定义 一 个 新 的 列 词 一 : 

pqSa(pYDV~p. 

叉 定 义 (p 一 1)gSapg,(p 一 )"igSup 盖 (jp )"g n=1,2,.. 

易 证 (1)p 一 g,p Fa,(2) 阁 TT,p Fg; 则 荆 上 Fp 一 gq, (3)(p 一 )"igH(p 一 )"q. 这 
说 明 一 满足 文献 [185]j 和 文献 L[187] 中 关于 歼 涵 词 的 要 求 . 

定理 88 ”对 任何 自然 数 n, 总 有 

一 户 上 Va 一 (a exa(r€ zx)"p). 
定理 89 4a com(rE zr) "pIOaEa). 


定理 88 表明 , 当 p 是 命题 变 元 时 ,谓词 (zx€E x 一 )"p 的 恰 集 不 存在 (因为 此 时 
可 到 p 为 不 真 , 依 定理 88 ,就 有 
Ya 一 a exa( 并 和 x)"p)). 


在 文献 L185 和 文献 L187j 中 , 英 绍 搓 悖 论 和 无 穷 迎 辑 悖 论 都 是 利用 概括 原则 将 谓词 
(XE€ xXx)"p 造 集 而 产生 出 来 的 . 我 们 在 中 介 公 理 集合 论 中 并 不 允许 任何 谓词 均 可 造 
怡 集 ,这 当然 使 上 述 两 种 悖 论 无 法 产生 . 此 外 ,定理 89 还 表明 ,谓词 (xE€Ex 一 )”p 可 以 
造成 概 集 , 并 且 这 个 概 集 a 将 具有 aEa 的 “怪异 ”特征 . 

最 后 我 们 来 讨论 Cantor 的 最 大 基数 悖 论 . 由 于 还 没有 定义 “基数 ”这 个 概念 ， 
我 们 可 以 用 “等 价 ”的 概念 引出 “ 基 小 于 或 等 于 ”“ 基 等 于 ”“ 基 小 于 ”这 些 概 念 , 它 
们 实际 上 就 代替 集合 取 基 数 之 后 的 比较 大 小 . 

定义 44( 等 价 ) 


ae Ea Xb A Vr(rEa’ 
—>IJy(yED Ary>Ef) AY yyED 
>jr(rEa A<zxr,y>Ef)) 人 UH, (<zx,y>€/) A lH, (<~y,r>€Ef) ， 
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sb Ma) A ME A 3 fla 0). 
定义 45{ 基 小 于 或 等 于 、 基 小 于 等 ) 


aSpeva(a Eh) V dc Eh Na~oe), 
Ca Ca Ca Ca Ca 
apD 人 PS ,4 一 0 人 Ca< 和 0) 人 (ba ) 9 
Ca Ca Ca Ca 
a<pbOub 人 一 (< ) ba Oa<yp. 
Ca 
定理 90 (a)=—>a 三 MUM (a). 


定理 91 Ma) = Ma) Sa). 
由 以 上 两 定理 ,立即 得 : 


定理 92 钢 (4) ->a 之 (a). 
也 就 是 说 ,任何 小 集 “ 基 小 于 ” 它 的 清晰 千 集 .但 同时 ,我 们 还 有 如 下 的 和 定理. 
定理 93 We 


定理 94 V 宕 94(V). 

定理 95 VzxzOMNR(zr)=>rE MS MN. 

虽然 有 的 集 基 大 于 或 等 于 它 的 宪 集 ,但 它 不 会 是 小 集 , 而 是 诸如 V 之 类 的 巨 
集 . 而 如 果 把 所 有 的 小 集 组 成 一 个 集 , 此 集 不 会 再 是 小 集 ( 定 理 95), 由 此 可 想见 ， 
把 所 有 “基数 ” 放 在 一 起 聚合 成 一 个 集 , 也 不 会 是 小 集 , 对 于 这 个 集 , 它 与 其 窜 集 之 
间 的 关系 不 会 下 是 “ 基 小 于 ”关系 , 当然 ,有 关 Cantor 最 大 基数 导论 的 完全 解释 有 
等 于 MS 中 基数 概念 的 精确 建立 . 这 里 仅 是 类 比 地 说 明 一 下 . 


| 2.5 从 计算 机 科学 与 数学 研究 的 角度 看 中 介 系 统 的 发 展 


2.5.1 中 介 系 统 目前 的 发 展 概 况 


关于 中 介 系 统 第 一 篇 论文 (文献 [1]) 发 表 于 1984 年 7 月 . 如 果 依 此 计算 的 话 ， 
则 可 认为 中 介 系 统 的 研究 .建立 和 发 展 已 经 28 年 了 . 中 介 系 统 是 在 中 介 原 则 观点 
下 建立 起 来 的 .并 以 中 介 逻 辑 演算 为 逻辑 推理 工具 的 一 种 新 的 数学 理论 系统 . 

狭义 的 中 介 系 统 仅 指 中 介 逻 辑 演 算 系 统 ML, 它 由 中 介 命题 逻辑 演算 系统 MP 
及 其 扩张 区 域 MP* ,中 介 谓 词 逻 辑 演 算 系 统 MF 及 其 扩张 区 域 MF* ,以 及 带 等 词 
的 中 介 谓 词 演算 系统 ME "等 5 个 演算 系统 构成 .有 关 ML(MP、MP* .MF、MF*、 
ME" ) 的 严格 的 语义 研究 ,已 由 潘 正 华 教授 等 多 位 逻辑 工作 者 进行 并 完成 , 即 其 可 
荚 性 、. 相 容 性 和 完备 性 均 已 被 严格 证 明 . 

ML 作为 一 种 有 其 自身 特色 的 三 值 逻 辑 演 算 系 统 而 言 ,既是 广义 中 介 系 统 的 
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基础 部 分 ,也 是 构造 中 介 公 理 集 合 论 系统 并 使 之 严格 形式 化 的 配套 工具 . 

广义 的 中 介 系 统 , 则 除了 包含 其 基础 部 分 ML 之 外 ,还 应 包括 下 列 已 经 建立 并 
发 展 起 来 的 研究 内 容 和 方向 : 

(1) 中 介 代 数 系统 ( 吴 望 名 . 潘 吟 . 张 东 摩 ). 

(2) 中 介 模 态 逻 辑 系统 ( 邹 唱 、 张 东 摩 ). 

(3) 中 介 公 理 集 合 论 系统 ( 朱 梧 醒 、 肖 奚 安 )， 

(4) 中 介 证 明 论 系 统 ( 钱 舌 ). 

(5) 中 介 模 型 论 系统 ( 朱 朝 晖 、 钱 舌 ). 

(6) 中 介 模 型 力 迫 论 系统 ( 朱 朝 上 晖 ). 

(7) 中 介 不 完全 信息 推理 系统 ( 邓 国 彩 ). 

(8) 中 介 程 序 设计 语言 MILL 及 其 解释 系统 ( 宋 云 波 、 徐 宝 文 ). 

(9) 中 介 自 动 推 理 的 理论 与 实现 系统 ( 张 东 摩 ). 

(10) 中 介 直 觉 主义 系统 ( 钱 磊 )， 

(11) 中 介 逻 辑 的 非 标准 化 扩张 区 域 ( 宫 宁 生 , 张 东 摩 )， 
限于 本 节 的 性 质 与 篇 幅 , 此 处 不 能 对 上 述 种 种 研究 内 容 与 方向 作 进一步 的 详细 介 
绍 , 只 能 请 有 兴趣 的 读者 去 查阅 相关 的 文献 

20 世纪 90 年 代 中 期 以 来 ,又 有 不 少 逻 辑 工作 者 在 中 介 逻 辑 方面 做 了 有 意义 
的 工作 , 详 见 参考 文献 [2] 一 [15].[61] 一 [79]、[82 一 [87] ,而 其 中 有 如 下 两 项 工 
作 值得 专门 指出 如 下 : 

(1) 由 潘 正 华 教授 所 完成 的 中 介 逻 辑 之 无 穷 值 模型 的 建立 及 其 在 知识 表示 与 
知识 推理 方面 的 应 用 . 关于 中 介 逻 辑 之 无 穷 值 模型 的 建立 有 重要 意义 ,因为 这 样 一 
来 ,上 文 所 指 ML 作为 一 种 有 其 自身 特色 的 三 值 逻辑 演算 ,实际 上 只 是 中 介 逻 辑 的 
一 个 三 值 模型 而 已 9. 

(2) 由 洪 龙 教授 所 完成 的 中 介 真 值 程度 词 的 数值 化 工作 ,并 由 此 而 开辟 了 中 介 
逻辑 在 工程 科学 方面 的 应 用 前 景 ,并 且 在 数字 图 像 处 理 、 计 算 机 网 络 等 20 多 个 领 
域 和 方面 取得 了 令 人 满意 的 应 用 效果 ,其 中 用 于 图 像 滤波 的 效果 明显 优 于 模糊 数 
学 方法 和 其 他 方法 . 

2. 5.2 中介 系 统 的 哲学 背景 

如 所 知 , 自 从 Aristotle 以 来 ,形式 逻辑 就 区 分 了 反对 对 立 和 矛盾 对 立 . 如 果 两 
个 概念 都 有 其 自身 的 肯定 内 容 , 并 在 同一 内 涵 的 一 个 更 为 高 级 的 概念 中 ,二 者 之 间 
存在 着 最 大 的 差异 ,那么 这 两 个 概念 就 是 反对 对 立 概念 . 例如 , 善 和 恶 .美和 了 丑 、 男 
人 和 女人 等 等 . 又 当 两 个 概念 中 ,其 中 一 个 的 内 涵 否 定 另 一 个 的 内 涵 , 那 么 这 两 个 
概念 就 是 矛盾 对 立 概 念 . 例如 ,劳动 和 非 劳动 .资本 和 非 资 本 .男人 和 非 男 人 等 等 . 
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其 实 反 对 对 立 概念 在 日 常生 活 、 社 会 科学 和 自然 科学 中 都 是 经 常 使 用 和 无 处 不 有 
的 ,数学 领域 亦 当 不 会 例外 . 

设 PP 为 一 谓词 (概念 或 性 质 ) , 若 对 任 一 对 象 zx 而 言 ,总 是 要 人 么 xz 完全 满足 P， 
要 人 么 工 完 全 不 满足 P, 亦 即 不 存在 这 样 的 对 象 , 它 部 分 地 满足 已 ,部 分 地 不 满足 P， 
则 我 们 就 说 已 是 清晰 谓词 ,并 简 记 为 disP. 又 若 对 谓词 已 ,有 某 个 对 象 x, 它 部 分 地 
具有 性 质 PP, 部 分 地 不 具有 人 性质 已 , 则 称 P 是 模糊 谓词 ,并 简 记 为 fuzP. 我 们 把 形 
式 符号 一 叫做 模糊 否定 词 ,解释 并 读 为 “部 分 地 ”, 于 是 一 PCz) 和 表示 对 象 x 部 分 地 
具有 性 质 王 ,而 P(x) 表 示 对 象 x 完全 具有 性 质 P. 我 们 把 形式 符号 当 叫 做 对 立 否 
定 词 ,解释 并 读 为 “对 立 于 ”并 把 谓词 PP 的 反对 对 立 面 记 为 习 P. 如 此 ,我 们 就 用 P 
和 习 P 抽象 地 表示 一 对 反对 对 立 概 念 . 而 以 P 和 一 P 抽象 地 表示 一 对 矛盾 对 立 概 
念 . 如 所 知 ,在 经 典 二 值 逻辑 中 ,形式 符号 一 的 名 称 是 否定 词 , 解 释 并 读 为 “ 非 ”. 

现任 给 P 和 习 P, 如 果 对 象 满足 ~P(r)& 一 二 P(x), 即 xz 部 分 地 具有 性 质 
P ,又 同时 部 分 地 具有 性 质 习 P, 我 们 就 说 xz 为 P 和 习 P 的 中 介 对 象 ,这 也 就 是 哲学 
上 常 说 的 “ 非 此 非 彼 ”. 所 谓 “ 此 ”与 “ 彼 ”, 指 的 就 是 PP 与 习 P. 而 “ 非 此 非 彼 ” 就 是 对 
立 面 在 其 转化 过 程 中 的 中 介 状 态 , 即 同一 性 在 质变 过 程 中 的 集中 表现 . 它 呈 现 为 既 
不 完全 是 对 立 面 的 “此 ” 方 , 又 不 完全 是 对 立 面 的 “ 彼 ” 方 . 例如 ,黎明 就 是 黑夜 转化 
到 白 异 的 中 介 , 而 黄 和 昏 则 为 白骨 转化 为 黑夜 的 中 介 . 这 种 对 立 面 的 中 介 概 念 或 对 
象 , 从 日 常生 活 到 各 个 自然 科学 或 社会 科学 领域 中 ,也 是 经 常 运用 和 处 处 丝 是 的 ， 
诸如 中 年 就 是 老年 与 少年 的 中 介 ,0 是 亦 正 亦 负 的 中 性 数 , 半 导体 就 是 导体 与 绝缘 
体 的 中 介 , 如 此 等 等 . 如 所 知 , 认 识 论 中 也 有 所 谓 对 立 面 总 有 中 介 对 象 存 在 的 基本 
原则 ,其 中 所 说 的 对 立 面 ,实际 上 就 是 指 的 反对 对 立 概念 P 和 二 P. 综 上 所 论 ,就 是 
构造 中 介 系 统 的 哲学 背景 . 


2.5.3 中 介 系 统 的 思想 原则 


如 所 知 , 在 经 典 的 二 值 逻 辑 和 精确 性 经 典 数 学 中 ,除了 拒 不 考虑 和 研究 普遍 存 
在 且 为 人 们 所 经 常 使 用 的 模糊 性 质 或 模糊 概念 外 ,特别 是 在 论 域 的 适当 限制 下 , 首 
先 否 认 中 介 对 象 的 存在 ,进而 在 所 给 论 域 中 ,使 反对 对 立 与 矛盾 对 立 被 视 为 同一 ， 
以 致 己 就 是 汝 已, 即 如 非 美 即 丑 , 非 善 即 恶 , 非 真 即 假 等 等 . 

这 就 是 说 ,在 经 典 二 值 逻 辑 演 算 中 ,无形 中 贯彻 了 如 下 一 条 原则 :在 论 域 的 适 
当 限 制 下 , 任 给 谓词 P 和 对 象 zz, 要么 有 P(x), 要么 有 二 P(x). 也 就 是 无 条 件 认 
为 ,对 任何 谓词 已 ,都 没有 并 能 使 有 一 P(Cz) ,不 妨 将 这 一 原则 叫做 “无 中 介 原 则 ”. 
但 应 注意 ,经 典 数学 并 不 把 该 无 中 介 原 则 作为 一 条 公理 明确 列 出 ,只 是 在 系统 的 建 
立 和 展开 中 无 形 地 把 这 一 原则 的 精神 贯彻 始终 . 

然而 ,我 们 主张 建造 一 套 承认 中 介 对 象 存在 的 逻辑 演算 系统 ML 和 公理 集合 
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论 系统 MS, 即 所 谓 中 介 数 学 系统 MM. 在 MM 中 ,要 贯彻 一 条 相反 于 “无 中 介 原 

则 ”的 原则 . 那 就 是 无 条 件 承认 ,并 非 对 于 任何 谓词 P 和 对 象 x ,总 是 要 么 PCz) 真 ， 
要 么 习 P(xz) 真 . 亦 即 存在 这 样 的 谓词 P, 有 对 象 x+ 使 得 P(rx) 和 习 P(xz) 都 部 分 地 

真 . 我 们 把 这 条 原则 叫做 “中 介 原 则 ” 同样 地 ,我 们 在 中 介 系 统 或 中 介 数 学 系统 中 ， 

也 不 把 中 介 原 则 作为 一 条 公理 明确 立 出 ,而 是 在 系统 的 建立 和 展开 中 ,无 形 地 将 中 

介 原 则 的 精神 贯彻 始终 . 但 应 注意 ,中 介 原 则 并 不 主张 任何 反对 对 立 面 都 有 中 介 ， 

而 只 是 认为 并 非 任 何 反对 对 立 面 都 没有 中 介 . 


2.5.4 数学 研究 对 象 的 再 扩充 


数学 是 从 量 的 侧面 去 研究 客观 世界 的 一 门 科 学 . 它 以 客观 世界 中 的 量 性 对 象 
为 自己 的 研究 对 象 ,但 在 一 定 的 历史 阶段 中 , 疝 于 历史 的 局 限 , 总 有 这 样 或 那样 的 
未 被 数学 地 考察 和 研究 过 的 量 性 对 象 . 例如 ,在 很 长 的 历史 阶段 中 ,数学 只 能 处 理 
静态 的 、 有 限 性 的 和 洪 无 限 性 的 量 性 对 象 , 这 就 是 常量 数学 的 发 展 和 研究. 直到 18 
世纪 以 后 ,数学 才能 处 理 动 态 的 量 性 对 象 , 这 就 是 从 微 积分 学 创立 以 后 的 变量 数学 
的 发 展 和 研究 . 而 19 世纪 十 典 集 合 论 的 创立 ,标志 着 数学 进入 处 理 实 无 限量 性 对 
象 的 时 代 . 这 就 是 Hausdorff 所 说 的 “从 有 限 推 进 到 无 限 , 帮 是 Cantor 的 不 配 功 
绩 . ”[ 146] 再 如 确定 性 的 经 典 数学 只 处 理 确定 性 的 量 性 对 象 ,对 于 随机 性 的 量 性 对 
象 不 作 分 析 研 究 , 而 后 由 于 概率 论 的 诞生 和 发 展 ,标志 着 数学 研究 对 象 由 确定 性 到 
随机 性 的 再 扩充 . 

20 世纪 60 年 代 , 由 Zadeh 创始 而 被 发 展 起 来 的 模糊 集 理论 ,标志 着 数学 研究 
对 象 由 精确 性 量 性 对 象 到 模糊 性 量 性 对 象 的 再 扩充 . 问题 在 于 这 一 扩充 并 没有 在 
纯 数 学 的 基础 理论 意义 下 彻底 实现 . Zadeh 的 历史 功绩 ,在 于 他 是 第 一 个 十 分 明确 
地 指出 ,必须 数学 地 分 析 处 理 模 糊 现象 ,同时 又 提供 了 一 种 相对 合理 可 行 的 处 理 方 
法 ,这 就 是 当前 发 展 起 来 的 .用 精确 性 经 典 数 学 手段 去 处 理 模 糊 现 象 的 方法 . 如 所 
知 ,Zadeh 是 一 位 著名 的 控制 论 专 家 ,大 量 的 涉及 模糊 现象 的 实际 问题 ,刺激 他 考 
虑 如 何 数学 地 分 析 处 理 这 些 模 糊 现象 ,加 上 他 的 才智 和 思想 活跃 ,使 他 创建 了 当今 
的 模糊 集 理论 . 但 因 Zadeh 不 是 纯粹 数学 家 ,专业 的 限制 决定 了 Zadeh 不 能 在 数学 
基础 理论 意义 下 去 解决 数学 研究 对 象 的 再 扩充 问题 ,同时 也 决定 了 Zadeh 只 能 提 
供 当 前 这 种 相对 合理 的 、 处 理 模糊 现象 的 方法 . 

中 介 系 统 是 在 中 介 原 则 之 下 建立 起 来 的 一 套 以 ML 为 逻辑 推理 工具 的 数学 理 
论 系统 . 不 仅 在 ML 中 直接 引进 了 模糊 否定 词 一 和 对 立 否 定 词 习 , 而 且 在 中 介 公 理 

合 论 MS 中 给 出 了 有 如 柜 糊 请问 ， fuz 了 ,清晰 谓词 dis 了 , 概 集 "comP , 恰 


集 a exaP 等 概念 的 形式 定义 . 这 表明 中 介 系 统 已 在 数学 基础 理论 意义 下 解决 了 模 
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糊 谓词 的 造 集 问 题 . 因而 也 在 数学 基础 理论 意义 下 完成 了 数学 研究 对 象 由 清晰 量 
性 对 象 到 模糊 量 性 对 象 的 再 扩充 . 

素 朴 地 说 ,可 将 上 述 概 集 、 恰 集 等 描述 如 下 : 

定义 1 给 定 谓词 已 ,如 果 集合 A 满足 条 件 : 

(1)PCzr) FzEA， 

(2) 当 PCz) Fx A. 
则 称 A 为 对 应 于 了 的 概 集 , 记 为 a comPP. 

定义 2 给 定 谓词 已 ,如 果 集 合 A 满足 条 件 : 

(1)PCz)H rEA, 

(2) 一 PCzHixzEA， 

(3) 当 P(XH rE A. 
则 称 A 为 对 应 于 PP 的 恰 集 , 记 为 wa exa P. 


此 处 x€E A 读 为 x 部 分 地 属于 A . 当然 ,在 精确 性 经 典 数 学 中 , 任 给 一 对 象 x 
和 一 集合 A ,要 么 zxEA, 要 么 并 &A4. 但 在 中 介 系统 中 ,由 于 对 立 和 否定 词 洒 和 模糊 否 
定 词 一 的 引进 ,对 象 与 集合 的 关系 也 相应 地 扩张 了 . 特别 是 给 定 一 个 集合 A ,如果 
没有 xz 能 使 有 xE€A, 则 称 A 为 清晰 集 , 记 为 dis4. 若 对 集合 A, 有 对 象 + 使 x€ 
4, 则 称 A 为 模糊 集 , 记 为 fuzA. 

显然 ,对 于 任何 a exaP 而 言 ,A 是 唯一 确定 的 . 但 对 于 A comP 而 言 ,A 就 未 
必 是 唯一 确定 的 . 并 且 谓 词 P 的 恰 集 一 定 是 该 谓词 的 概 集 , 反 之 , 则 未 必 . 然而 当 
谓词 P 为 一 disP 时 , 则 P 的 恰 集 与 概 集 相同 ,并 且 唯 一 确定 . 今 设 P 为 一 fuzP, 则 
如 图 2.2 所 示 :A,B,C 都 是 P 的 概 集 ,而 且 其 中 之 A 和 C 均 为 清晰 集 , 但 B 却 为 
模糊 集 , 因 从 图 2. 2 上 看 ,有 对 象 是 部 分 地 属于 B 的 . 


67 3GG 


第 2 章 ”关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 


又 如 图 2. 3 所 示 : 集 合 DD 就 是 P 的 唯一 确定 的 恰 集 ,当然 D 也 是 P 的 一 个 概 
集 . 当然 ,这 里 要 注意 ,对 于 任 一 使 有 xED 的 xz 而 言 ,我 们 不 从 定量 的 角度 再 去 区 
分 x 部 分 地 属于 DD 的 程度 是 多 是 少 . 


图 2. 3 


骨 如 图 2.4 所 示 , 当 己 为 清晰 谓词 时 ,集合 五 万 是 已 的 唯一 的 恰 集 ,同时 也 是 
P 的 唯一 的 概 集 , 即 P 的 概 集 与 恰 集 相等 ,并 且 是 唯一 确定 的 . 


E 
PY) 


图 2.4 
2.5.5 概括 原则 的 修改 问题 


日 从 古典 集合 论 出 现 悖 论 以 后 ,人 们 一 度 发 现 从 概括 原则 出 发 ,能 导致 互相 了 矛 
盾 的 结论 ,以 致 普遍 怀疑 概括 原则 本 身 就 是 导致 悖 论 的 根本 原因 . 因而 立足 于 修改 
概括 原则 去 排除 悖 论 的 意见 被 普遍 接受 ,从 而 成 为 历史 上 排除 悖 论 的 主要 方案 . 而 
且 事 实 上 迄今 为 止 , 几 种 获 致 一 定 成 效 的 方案 都 涉及 概括 原则 的 修改 . 但 所 有 这 些 
方案 都 有 一 个 共同 的 特点 ,这 就 是 在 排除 悖 论 的 同时 过 多 地 限制 了 概括 原则 的 合 
理 内 容 . 因而 存在 这 样 一 个 遗留 问题 , 那 就 是 如 何 去 寻 找 一 种 方案 , 它 既 能 排除 悖 
论 ,又 能 最 大 限度 地 保留 概括 原则 的 合理 内 容 . 这 一 遗留 问题 的 求解 ,在 经 典 数 学 
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范围 内 不 仅 没 有 解决 ,而 且 看 上 去 难以 在 经 典 数学 范围 内 获得 解决 . 

但 在 中 介 系 统 中 ,通过 泛 概括 公理 的 引进 ,并 在 中 介 公理 集合 论 中 一 系列 相关 
定理 的 证 明 ,最终 解决 了 这 个 问题 , 即 有 如 下 结论 成 立 : 

(x ) 在 中 介 公 理 集 合 论 MS 中 , 既 能 有 效 地 排除 历史 上 已 出 现 的 各 种 悖 论 , 又 
能 保留 概括 原则 的 全 部 内 容 ， 

本 结论 (x ) 表 明 , 对 于 上 述 有 关 如 何 修改 概括 原则 的 遗留 问题 ,已 在 中 介 系 统 
中 彻底 解决 . 


2.5.6 经 典 数学 系统 和 中 介 数 学 系统 之 间 的 关系 


如 所 知 ,ZFC 之 所 以 被 公认 为 整个 经 典 数学 的 理论 基础 ,其 中 有 一 条 重要 的 理 
由 ,就 是 由 ZFC 能 推出 整个 经 典 数 学 . 而 ZFC 通常 包括 外 延 、 空 集 . 对 侦 . 并 集 、 震 
集 . 子 集 .无 穷 .选择 .替换 和 正则 等 10 条 非 逻 辑 公理 . 其 中 的 正则 公理 又 叫做 基础 
公理 , 它 对 于 由 ZFC 推出 整个 经 典 数学 是 不 起 作用 的 ,ZFC 设置 该 公理 之 目的 在 
于 保证 E 关 系 的 良 基 性 和 ZFC 之 集 都 是 基本 的 . 所 以 ZFC 中 用 以 推出 整个 经 典 数 
学 的 是 正则 公理 以 外 的 其 余 九 条 公理 . 但 这 九条 公理 也 不 是 每 一 条 都 是 必要 的 , 即 
并 非 都 是 独立 的 ,有 如 子 集 公理 的 设置 ,实际 上 是 为 了 使 用 起 来 方便 且 自 然 ,如 果 
不 怕 麻 烦 , 那 么 有 了 替换 公理 与 其 他 公理 配套 , 便 足 以 覆盖 子 集 公 理 的 作用 了 .不 
论 如 何 ,ZFC 中 除 正 则 公理 以 外 的 每 一 条 非 逻辑 公理 均 可 在 某 种 约束 条 件 下 严格 
地 被 证 明 为 MS 中 的 定理 ,对 此 ,读者 可 参阅 2. 4. 5 节 的 相关 内 容 . 还 应 指出 ,所 说 
的 某 种 约束 条 件 是 必要 的 . 如 果 简 单 地 理解 为 ZFC 中 除 正则 公理 以 外 的 各 条 公理 
在 MS 中 无 条 件 地 成 立 , 则 将 导致 悖 论 的 出 现 , 因 在 MS 中 没有 考虑 ZFC 的 正则 公 
理 .但 在 所 说 的 约束 条 件 下 来 看 MS 中 的 这 些 (ZFC 之 公理 ) 定 理 , 则 就 无 须 担心 必 
论 的 出 现 ,因为 MS 中 据 以 排除 悖 论 的 方法 与 正则 公理 的 思想 内 容 无 关 . 我 们 把 
ZFC 中 除 正则 公理 以 外 之 其 余 的 公理 所 构成 的 公理 系统 记 为 ZFC . 

此 外 ,我 们 又 在 文献 L45] 中 严格 证 明了 经 典 二 值 逻 辑 演算 系统 是 中 介 逻 辑 演 
算 系 统 的 子 系统 . 这 也 堪 称 为 中 介 逻 辑 演 算 系 统 ML 的 一 种 特色 ,历史 上 ,不 少 三 
值 逻辑 系统 反 过 来 都 是 经 典 二 值 逻 辑 演 算 的 子 系统 ,而 ML 却 真 正 扩充 了 经 典 二 
值 逻辑 系统 . 

综 上 所 说 ,我 们 可 以 获 致 如 下 的 结论 : 即 中 介 系 统 折 宽 了 经 典 数学 的 逻辑 基础 
和 集合 论 基 础 . 因为 由 中 介 公 理 集 合 论 系统 MS 配 以 中 介 逻 辑 演算 系统 ML 为 推 
理工 具 , 一 方面 可 以 推出 ZFC -及 其 配套 的 逻辑 工具 , 即 经 典 二 值 逻辑 演算 系统 
CL, 并 由 ZFC 配 以 CL 后 , 即 可 推出 整个 经 典 数 学 , 另 一 方面 ,在 近代 公理 集合 论 
ZFC 中 只 允许 精确 谓词 可 以 造 集 ,但 在 中 介 公 理 集合 论 MS 中 , 精确 谓词 可 以 造 
集 ,模糊 谓词 也 能 造 集 . 如 上 结论 可 由 图 2. 5 表示 如 下 : 
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MM 系统 : fuz & dis 


CM 系统 ; dis 


图 2.5 


其 中 dis 表示 清晰 ,fuz 表示 模糊 ,CL 表示 经 典 的 二 值 逻 辑 演 算 系统 ,CM 表示 经 典 
数学 ,MM 表示 中 介 数 学 或 未 来 的 不 确定 性 数学 . 在 这 里 ,我 们 特 称 ML&MS\ 
CL&ZFC 为 CL&ZFC 的 中 介 真 扩张 区 域 , 亦 即 我 们 规定 : 
MLAMSACLAZFC- 一 wwCL&ZEFC- 的 中 介 真 扩张 区 域 ; 
相应 地 ,我 们 也 规定 : 
MIA\CL 二 aCL 的 中 介 真 扩张 区 域 ， 
MIAZFC=a2ZFC 的 中 介 真 扩张 区 域 . 


2.5.7 中 介 系 统 在 计算 机 科学 中 的 应 用 前 景 


在 认识 论 中 有 一 条 重要 原则 , 那 就 是 对 立 面 的 相互 转化 过 程 中 总 有 中 介 过 渡 
现象 , 即 所 谓 中 介 状 态 或 中 介 对 象 . 它 是 同一 性 在 质变 过 程 中 的 集中 表现 . 既然 对 
立 面 的 相互 转化 普 凯 存在 , 则 中 介 状 态 也 必然 普遍 存在 . 那么 从 量 的 侧面 去 研究 中 
介 对 象 或 同一 性 在 质变 过 程 中 的 集中 表现 就 是 不 可 避免 的 了 . 中 介 系 统 正 是 在 这 
样 的 实际 背景 上 构造 的 , 它 当 然 与 客观 实际 有 着 紧密 的 联系 ,也 就 会 在 实践 中 得 到 
应 用 . 

当前 ,人 脑 思 维 的 秘密 尚未 揭 开 ,但 普遍 认为 人 脑 思维 不 是 离散 数字 式 的 ,也 
不 完全 是 简单 的 是 与 非 的 二 值 逻 辑 演算 ,思维 在 本 质 上 存在 着 过 渡 和 中 介 . 推理 过 
程 也 不 是 一 维 的 和 点 线 式 的 ,而 应 该 是 多 维 的 和 网 状 式 的 . 因而 以 人 的 智能 为 基础 
的 计算 机 科学 ,就 应 建立 在 承认 中 介 状 态 的 、 能 反映 出 智能 特征 的 逻辑 体系 的 基础 
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2.5 “从 计算 机 科学 与 数学 研究 的 角度 看 中 介 系统 的 发 展 一 
上 . 因而 可 以 设想 ,中 介 系统 将 会 在 计算 机 科学 的 研究 中 ,获得 应 用 并 进一步 充实 
和 发 展 其 自身 . 另外 ,从 技术 的 角度 来 说 ,凡是 涉及 思维 ,推理 ,判断 和 决策 的 地 方 ， 
也 几乎 都 要 涉及 过 渡 现象 , 即 中 介 对 象 ,所 以 中 介 系统 也 会 在 这 些 技术 的 发 展 中 发 
挥 作用 . 正如 2. 5. 1 节 中 所 已 指出 的 那样 , 洪 龙 教授 的 近期 工作 5 59 正好 说 明了 
这 一 点 

人 工 智能 是 当前 十 分 活跃 的 高 技术 领域 之 一 , 它 的 应 用 领域 十 分 广泛 . 当前 的 
四 大 应 用 领域 是 :自然 语言 理解 .专家 系统 ,规划 与 问题 求解 .机 器 视觉 ,其 中 自然 
语言 的 多 义 性 , 早 在 计算 机 的 处 理 过 程 中 造成 诸多 不 便 . 对 此 的 早期 研究 只 注重 请 
法 分 析 , 后 来 发 现 这 样 做 是 片面 的 ,开始 运用 语义 规则 ,这 就 要 求 计算 机 具有 更 多 
的 知识 ,但 是 直到 20 世纪 60 年 代 末期 ,仍然 是 语法 第 一 . 直到 20 世纪 70 年 代 , 出 
现 了 T. Winograd 的 自然 语言 理解 程序 , 才 改 变 了 这 个 局 面 . R. Schank 认为 听话 
和 说 话 都 是 语义 第 一 ,而 语义 的 基本 成 分 是 概念 ,因而 他 在 1973 年 提出 了 “概念 依 
赖 理论 ”, 创 立 了 “概念 图 解法 ” 并 在 计算 机 上 实现 了 用 英语 解释 英语 ,用 德 请 解释 
英语 ,并 作出 推理 性 答 话 等 等 . 现在 这 一 理论 已 十 分 流行 ,并 已 能 用 来 理解 童话 故 
事 . 然而 大 量 的 概念 都 带 有 模糊 性 和 非 此 非 彼 的 中 介 性 ,因而 只 有 充分 考虑 这 种 客 
观 存在 的 模糊 性 和 中 介 性 ,才能 使 自然 语言 的 理解 更 加 真实 可 信 . 专家 系统 是 近年 
来 普遍 感 兴趣 的 领域 ,而 目前 的 专家 系统 所 存在 的 主要 问题 还 是 经 验 色彩 太 浓 , 推 
理 过 于 简单 ,使 用 的 逻辑 工具 大 多 是 一 阶 逻 辑 , 模 糊 集 论 的 创始 人 Zadeh 曾 指出 : 
“我 的 立场 是 -这 也 正 是 我 不 同 于 人 工 智 能 的 研究 者 们 的 地 方 -人 工 智能 中 
需要 逻辑 ,但 我 们 所 要 的 不 是 一 阶 罗 辑 ,而 是 模糊 逻辑 , 即 作为 不 精确 或 近似 推理 
之 基础 的 逻辑 . ”实际 上 ,Zadeh 在 这 里 所 说 的 这 种 逻辑 ,应 该 是 那 种 以 中 介 原 则 为 
背景 ,能 以 反映 不 精确 推理 并 成 为 其 基础 的 一 种 逻辑 体系 . 

知识 表示 现 有 十 余 种 方法 ,尽管 这 些 方法 都 在 特定 的 场合 获得 了 一 定 的 成 果 
但 由 于 排斥 了 客观 存在 的 模糊 现象 和 中 介 状 态 ,因而 迄今 为 止 未 能 使 人工 智能 
正 地 在 知识 工程 中 获得 完善 的 实际 应 用 . 既然 中 介 系统 直接 以 非 此 非 彼 的 中 介 过 
渡 和 模糊 量 性 对 象 为 直观 背景 . 因而 可 设想 , 若 能 将 中 介 系 统 应 用 到 上 述 理论 和 技 
术 中 , 则 无 论 是 人 工 智 能 还 是 知识 工程 的 研究 领域 ,有 可 能 出 现 新 局 面 ,取得 新 进 
展 . 同样 亦 如 2. 5. 1 节 中 曾 已 提 及 的 那样 , 潘 正 华 教授 的 近期 工作 已 经 显示 了 这 一 
点 . 又 例如 ,中 介 自 动 推理 的 理论 与 实现 .中 介 定理 证 明 器 的 研制 成 功 以 及 中 介 示 
辑 程 序 设计 语言 MILL 的 建立 ,也 说 明了 中 介 系统 在 计算 机 科学 研究 中 的 应 用 
前 景 
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3. 1 无 穷 观 问题 的 简要 历史 回顾 


3. 1.1 两 种 无 穷 观 的 萌芽 


远 在 古 希腊 时 代 , 无 限 的 概念 与 方法 就 已 渗透 进 数 学 领域 ,并 已 开始 了 潜 无 限 
和 实 无 限 这 两 种 无 穷 观 的 萌芽 .一般 说 来 , 古 希腊 人 对 无 限 的 认识 是 与 他 们 的 自然 
观 直接 联系 的 . 例如 , 古 希 腊 人 关于 物质 始 源 问题 , 爱 奥 尼 亚 学 派 的 Anaxagoros 
( 约 BC500 一 BC428) 就 认为 物质 是 无 限 可 分 的 ;而 古代 原子 论 者 却 认 为 人 存在 着 最 
小 的 不 可 分 质点 . 显然 ,在 这 两 种 认识 中 既 已 蕴 育 着 两 种 不 同 的 无 限 观 . 前 者 导致 
事物 无 限 可 分 而 永远 在 分 割 的 进程 中 ,这 就 是 潜 无 限 观 的 萌芽 ;后 者 引 癌 事物 为 不 
可 分 的 最 小 质点 的 无 限 堆积 ,这 就 是 形成 实 无 穷 概 念 的 起 始 . 

古 希 腊 人 对 无 限 的 讨论 ,虽然 主要 是 哲理 性 的 探索 ,但 已 有 直接 运用 无 穷 概念 
来 解决 数学 问题 . 例如 ,Democritus( 约 BC460~BC370) 就 曾 从 事 过 这 方面 的 工作 . 
如 所 知 ,Democritus 是 古代 伟大 的 原子 论 者 ,他 认为 ,万 物 由 不 断 运动 着 的 原子 所 
组 成 ,而 这 种 原子 是 一 种 不 可 再 分 的 物质 粒子 . Democritus 也 把 这 种 原子 论 的 思想 
应 用 到 数学 中 来 ,把 各 种 几何 形体 的 面积 和 体积 视 为 这 种 原子 所 组 成 的 行列 或 原 
子 层 的 总 和 ,他 曾 用 这 样 的 方法 求 得 锥 体 和 圆锥 体 的 体积 . 从 数学 史上 看 ,Democ- 
ritus 的 “数学 原子 论 ” 所 产生 的 影响 是 很 大 的 ,因为 从 他 开始 , “固定 无 穷 小 量 的 观 
念 就 项 固 地 粘 附 于 数学 之 上 了 ,每 当 逻 辑 显得 无 济 于 事 时 ,直观 就 常常 会 求助 于 
它 . ”08 显然 ,Democritus 的 “数学 原子 论 ” 在 实质 上 就 是 实 无 限 观念 在 数学 中 的 应 
用 . 男 一 方面 , 潜 无 限 观 念 在 古 希腊 人 那里 也 同样 应 用 于 数学 领域 ,例如 ,诡辩 学 派 的 
Antiphon(BC430 左右 ) 和 Bryson( 约 BC450) 就 曾 试图 通过 潜 无 限 过 程 来 解决 圆 的 求 
积 问题 ,Antiphon 认为 可 以 通过 不 断 地 增加 边 数 的 方法 求 得 与 圆 重合 的 圆 内 接 正 多 
边 形 之 面积 . 而 Bryson 则 不 仅 作 圆 的 内 接 正 多 边 形 , 同 时 也 作 圆 的 外 切 正 多 边 形 , 通 
过 边 数 不 断 增多 的 进程 , 圆 面积 将 成 为 内 接 与 外 切 正 多 边 形 面积 的 平均 值 . 


3.1.2 两 种 无 穷 观 的 确立 


历史 上 第 一 次 明确 地 只 承认 洪 无 限 而 反对 实 无 限 的 应 推 Aristotle( 约 BC384 一 
BC322) ,上 格 早 于 他 而 明确 承认 实 无 限 的 是 Plato( 约 BC427 一 BC347) ,在 Plato 看 
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来 ,理念 是 唯一 真实 的 存在 ,人 们 对 世界 的 认识 也 就 是 对 理念 世界 的 认识 ,而 数学 
知识 是 属于 这 种 纯 理念 的 知识 ,从 而 在 Plato 那里 ,数学 对 象 就 获得 了 一 种 本 体 论 
上 的 实在 性 "i. 从 而 那 种 不 能 通过 经 验方 法 直接 证 明 而 要 通过 思维 才能 把 握 的 实 
无 限 观 念 就 勿 庸 置疑 地 获得 了 它 的 合法 地 位 ,从 而 Plato 作为 一 个 实 无 限 论 者 是 
理所当然 的 . 事实 上 ,从 数学 历史 的 发 展 来 看 ,Plato 的 这 种 思想 一 直 成 为 数学 实 无 
限 论 者 的 主要 依据 . 
Aristotle 则 与 Plato 相反 ,他 的 “基本 倾向 是 在 依靠 逻辑 的 同时 ,更 大 力 地 依 
靠 感官 的 直接 印象 ,而 对 于 感觉 能 力 所 不 能 及 的 抽象 和 外 推 是 不 喜欢 的 . ”这 就 
势必 要 对 实 无 限 采 取 排 斥 的 态度 ,他 也 明确 认为 :无限 只 能 是 一 种 潜在 的 存在 ,而 
不 能 是 一 种 实在 的 存在 . 它 不 会 在 什么 时 候 现实 地 具有 独立 的 存在 . 它 的 潜在 的 存 
在 只 是 对 知识 而 言 . 因为 分 割 过 程 永远 不 会 告终 ;这 个 事实 保证 了 这 种 活动 存在 的 
潜在 性 ,但 并 不 能 保证 无 限 独 立地 存在 . ”1Aristotle 这 种 仅仅 承认 潜 无 限 而 否认 
实 无 限 的 立场 也 就 是 后 来 数学 中 潜 无 限 论 者 的 基本 观点 . 


3.1.3 Zeno 悖 论 与 无 穷 观 问 题 的 关系 及 其 引起 的 思考 


在 这 里 ,我们 又 要 提 到 古 希 腊 的 Zeno 悖 论 ,M. Kline 在 论 及 Zeno 悖 论 时 曾 指 
出 :“ 关 于 运动 的 四 个 悖 论 是 各 不 相关 的 ,但 总 的 用 意 可 能 是 为 提出 某 种 重要 的 论 
点 . 当时 人 们 对 空间 和 时 间 有 两 种 对 立 的 看 法 ;一 种 认为 空间 和 时 间 无 限 可 分 , 那 
样 的 话 ,运动 是 连续 而 又 平顺 ; 另 一 种 空间 和 时 间 是 由 不 可 分 的 小 段 组 成 的 ( 像 放 
电影 时 那样 ) ,如 此 ,运动 将 是 一 连 串 的 小 跳动 . Zeno 的 争论 是 针对 这 两 种 理论 的 . 
他 那 关于 运动 的 前 两 个 那 论 是 反对 第 一 种 学 说 的 ,而 后 两 个 导论 则 是 反对 第 二 种 
学 说 的 . ”现在 如 用 不 同 的 无 穷 观 来 分 析 关 于 时 空 的 这 两 种 学 说 的 话 , 则 第 一 种 
学 说 是 潜 无 限 观 点 ,后 一 种 学 说 则 是 原子 论 者 的 实 无 限 观 点 . 由 此 可 见 , 立 足 于 无 
穷 观 来 看 Zeno 悖 论 , 则 前 两 个 悖 论 实 际 上 是 向 潜 无 限 论 者 的 挑战 ,而 后 面 两 个 悖 
论 则 是 对 实 无 限 观 点 的 择 击 . 例如 ,在 B. KH. JIeHHH 的 哲学 笔记 中 可 以 看 到 有 关 
Aristotle 对 Zeno 第 一 悖 论 反 驶 的 摘录 与 评注 如 下 :“Aristotle 回答 说 ,空间 和 时 间 
是 可 以 无 限 地 划分 的 ,但 并 没有 被 无 限 地 划分 开 来 . 培 尔 (Bayle) 称 Aristotle 这 个 
回答 是 无 力 的 ,他 说 ;: “如果 我 们 在 一 英寸 大 小 的 材料 上 划 下 了 无 穷 多 条 的 线条 ,我 
们 不 会 作出 这 样 一 种 划分 ,这 种 划分 会 把 Aristotle 以 为 仅 是 可 能 的 无 限 性 变 成 现 
实 的 无 限 性 . ?……… Hegel 与 道 : 这 如 果 二 字 绝 妙 ! 就 是 说 ,如 果 我 们 把 无 限 的 划 
分 进行 到 底 ! 2 

在 这 里 ,Aristotle 想 用 潜 无 限 观 点 去 回答 Zeno 对 潜 无 限 观念 的 挑战 当然 是 无 
力 的 . 然而 ,即使 我 们 立足 于 把 无 限 的 划分 进行 到 底 的 实 无 限 观点 ,试问 又 能 对 Ze- 
no 的 挑战 作出 什么 有 力 的 回答 呢 ? 而 且 即 使 由 此 而 能 作出 某 种 解释 的 话 , 那 么 此 
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时 面 对 Zeno 的 后 面 两 个 悖 论 又 该 如 何 解释 呢 ? 另 一 方面 ,就 从 Zeno 的 时 代 来 看 ， 
Zeno 悖 论 的 出 现 也 说 明 当时 关于 无 限 的 认识 和 理解 缺乏 逻辑 基础 ,以 致 在 Euclid 
以 后 ,二 希腊 人 一时 对 无 限 采取 了 一 种 笼统 的 排斥 态度 . 


3.1.4 无 穷 观 问题 从 文艺 复兴 到 微 积分 时 代 的 演变 


十 五 世纪 前 后 , 随 着 文艺 复兴 的 开始 ,经 院 哲 学 走向 衰落 ,作为 文艺 复兴 的 一 
部 分 ,Plato 的 数理 哲学 思想 得 到 了 复兴 ,这 使 得 无 穷 小 方法 开始 萌芽 . 但 无 穷 小 方 
法 的 普遍 应 用 还 是 16 世纪 到 17 世纪 上 半 叶 的 事 , 在 此 要 特别 提 到 Kepler 的 《 酒 
桶 的 立体 几何 》 这 一 著作 ,Kepler 在 该 书 中 成 功 地 使 用 了 无 穷 小 量 分 析 法 求 得 一 些 
曲面 体 的 体积 . 由 于 Kepler 的 工作 影响 其 大 ,以 致 造成 了 这 一 时 期 的 一 个 显著 特 
点 ,就 是 无 穷 小 量 在 数学 上 的 广泛 应 用 . 从 而 就 无 穷 观 而 言 , 这 一 时 期 的 数学 家 基 
本 上 都 是 实 无 限 论 者 , 亦 就 是 把 无 穷 小 看 成 是 一 种 固定 的 对 象 . 应 当 指 出 ,这 一 认 
误 对 微 积分 理论 (特别 是 Newton 最 初 的 流 数 法 ) 的 建立 是 十 分 重要 的 . 因为 只 有 
这 样 ,无 穷 小 量 才能 真正 成 为 数学 的 研究 对 象 ,人 们 才 有 可 能 冲破 在 有 限 和 无 限 之 
间 那 种 不 可 逾越 的 界线 . 当然 ,作为 问题 的 另 一 方面 ,由 于 传统 观念 的 束缚 ,无穷 小 
量 是 不 是 0 的 问题 就 突出 地 摆 在 面前 ,从 无 穷 小 量 的 应 用 来 看 , 它 应 该 既是 0 又 不 
是 0, 而 从 无 穷 小 量 作 为 一 种 确定 的 研究 对 象 来 看 , 它 又 不 应 该 既是 0 又 不 是 0. 

由 于 当时 大 家 建立 于 实践 之 上 的 信心 ,也 由 于 对 理性 的 信仰 ,数学 家 们 并 没有 
为 上 述 困 难 而 过 多 地 感到 烦恼 ,但 是 到 了 Newton 和 Leibniz 时 期 ,情况 就 不 同 了 . 
因为 他 们 的 工作 依然 还 是 建立 在 无 穷 小 量 的 基础 上 ,又 由 于 无 穷 小 理论 中 的 逻辑 
困难 ,Newton 和 Leibniz 一 方面 力图 为 无 穷 小 分 析 提 供 坚 实 的 理论 基础 , 却 又 由 
于 他 们 都 不 能 正确 把 握 经 验 与 理性 ,因此 不 能 解决 问题 . 所 以 才 有 Berkely 大 主教 
对 无 穷 小 分 析 的 大 肆 攻 击 而 使 矛盾 激化 了 .但 应 指出 ,Berkely 的 攻击 对 促使 微 积 
分 理论 的 发 展 是 有 贡献 的 ,因为 他 确 有 成 效 地 迫使 人 们 认真 对 付 无 穷 小 理论 中 的 
逻辑 困难 ,促使 了 e -6 准则 的 诞生 ,进而 完成 了 从 无 穷 小 分 析 到 极限 理论 的 演变 ， 
但 由 于 极限 理论 建立 在 潜 无 限 观念 的 基础 上 ,又 能 在 形式 上 避 开 上 述 逻 辑 困难 ,从 
而 淤 无 限 又 逐渐 取代 了 实 无 限 的 优势 . 

3.1.5 数学 基础 诸 流派 在 无 穷 观 问题 上 的 争论 

日 从 古典 集合 论 出 现 悖 论 以 后 ,基于 如 何 解 决 那 论 问题 的 观点 与 方法 各 异 , 形 
成 了 不 同 的 学 铂 ,并 诞生 了 “数学 基础 ”这 一 新 的 数学 分 支 学 科 . 20 世纪 30 年 代 以 
后 的 相当 一 段 时 期 内 ,出 现 了 数学 基础 热 . 许多 与 数学 基础 相关 的 文章 或 论著 都 说 
形成 了 数理 逻辑 的 三 大 流派 , 指 的 是 以 Russell 为 代表 人 物 的 逻辑 主义 学 派 、 以 
Brouwer 为 代表 人 物 的 直觉 主义 学 派 和 以 Hilbert 为 代表 人 物 的 形式 主义 学 派 . 其 


3.1 无 穷 观 问题 的 简要 历史 回顾 , 
实 这 种 流行 的 说 法 存在 着 诸多 历史 误解 . 首先 ,如 上 所 说 之 三 大 流派 的 形成 都 渊源 
于 数学 基础 问题 的 研究 ,理应 称 之 为 数学 基础 三 大 流派 ;其 次 ,更 为 实质 性 的 历史 
误解 是 :形式 主义 学 派 的 宗旨 与 Hilbert 的 数学 基础 观 根 本 不 同 , 从 而 奉 Hilbert 
为 形式 主义 学 派 之 代表 人 物 就 更 不 符合 历史 真实 . 

如 果 查 阅 Hilbert 全 和 集 , 您 不 会 发 现 他 在 什么 地 方 发 表 过 与 形式 主义 学 派 相 一 
致 的 主张 ,更 不 会 发 现 他 在 什么 场合 表示 过 他 是 形式 主义 者 . 连 Hilbert 的 学 生 
Bernays 也 不 同意 把 Hilbert 列 为 形式 主义 学 派 的 人 物 . 特别 是 形式 主义 者 Curry 
曾 明确 指出 ,现在 有 许多 人 把 形式 主义 与 应 称 为 Hilbert 主义 的 互相 等 同 起 来 ,这 
是 不 对 的 . 所 9 为 什么 会 造成 这 样 的 历史 误解 ,主要 是 因为 绝 大 多 数 形式 主义 者 都 
“ 奉 Hilbert 为 祖师 ”中 ,时 间 一 长 ,大 家 就 习惯 于 此 说 了 . 那么 形式 主义 学 派 的 主 
要 代表 人 物 应 该 是 谁 倒 也 一 时 说 不 清楚 ,也 可 能 既 有 Hilbert 大 师 在 前 ,其 他 人 也 
就 只 好 让 位 . 但 是 有 一 点 是 大 家 知道 的 ,有 如 Curry、Robinson 和 Cohen 等 学 者 均 
自称 是 形式 主义 者 . 

基于 如 上 所 述 的 情况 ,我 们 在 此 就 不 再 采纳 数理 逻辑 三 大 流派 之 说 , 而 改称 为 
数学 基础 诸 流派 ,其 中 当然 包括 以 Hilbert 为 代表 人 物 的 Hilbert 主义 学 派 在 内 . 
限于 本 书 的 性 质 与 篇 幅 ,我 们 在 此 不 对 诸 流 派 之 宗旨 ,方法 .方案 以 及 一 般 评论 相 
加 讨论 ,仅仅 侧重 于 诸 流派 在 无 穷 观 问题 上 的 主张 和 观点 的 概述 . 

在 微 积分 的 Cauchy-Weierstrass 时 代 到 来 以 后 不 久 , 由 于 Cantor 对 于 无 限 集 
理论 的 研究 , 实 无 限 概念 又 在 艰 艾 斗争 中 复活 起 来 . 而 且 Hilbert 明确 指出 :“ 在 严 
格 的 意义 上 讲 , 只 有 在 Cantor 的 集合 论 中 , 才 开 始 了 对 无 限 的 真正 研究 …… 单 靠 
分 析 不 能 使 我 们 洞察 到 无 限 的 本 质 , 只 有 通过 一 门 与 一 般 哲 学 思考 方法 相 接近 的 
而 且 提 供 了 关于 无 穷 的 整个 问题 的 新 观点 的 学 科 才 能 做 到 ,这 就 是 Cantor 所 创立 
的 集合 论 . 所 ”然而 ,由 于 集合 论 悖 论 的 出 现 , 很 快 就 形成 了 数学 的 第 三 次 危机 ,并 
由 此 而 导致 了 “数学 基础 论 ” 这 一 学 科 的 诞生 ,推动 了 从 “古典 集合 论 ” 到 “近代 公理 
集合 论 ” 的 发 展 . 在 数学 基础 诸 流 派 中 ,也 突出 地 反映 了 不 同学 派 之 间 的 不 同 的 无 
穷 观 的 争论 . 例如 ,以 Brouwer 为 代表 的 直 党 主义 派 十 分 彻底 地 采纳 了 洪 无 限 论 者 
的 无 穷 观 , 因 为 根据 直觉 主义 者 “存在 必须 可 构造 ”的 基本 观点 ,势必 导致 对 实 无 限 
概念 的 排斥 ,因为 从 生成 的 观点 来 看 任何 一 个 无 穷 集 合 或 实 无 限 对 象 都 是 不 可 构 
造 的 . 符 以 最 简单 的 自然 数 集 为 例 讨 论 的 话 ,按照 能 行 性 或 构造 性 的 要 求 必 然 和 否定 
自然 数 全 体 这 个 概念 ,因为 任何 有 穷 多 个 步 又 都 不 能 把 所 有 的 自然 数 构 造 出 来 ,更 
谈 不 上 汇 成 整体 了 ,而 且 即 使 先 假设 有 那么 一 个 全 体 自然 数 构成 的 集 摆 在 那里 的 
话 , 直 党 主义 者 也 不 承认 能 把 全 体 自然 数 逐 一 复查 完毕 , 亦 即 不 承认 有 走 遍 自然 数 
论 域 的 概念 . 在 他 们 看 来 ,自然 数 1,2,3,… 只 能 永远 处 在 不 断 地 被 构造 的 进程 中 . 
例如 ,直觉 主义 者 Weyl 明确 指出 :“Brouwer 使 这 一 点 明确 了 ,就 是 没有 任何 证 据 
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能 够 证 明 所 有 上 自然数 的 整体 的 存在 性 …… 自然 数列 , 它 能 够 通过 不 断 地 达到 下 一 
个 数 而 超越 任何 一 个 已 经 达到 的 界线 ,从 而 也 就 开辟 了 通 回 无 限 的 可 能 性 ,但 它 永 
远 停留 于 创造 (生成 ) 的 状态 之 中 ,而 决 不 是 一 个 存在 于 自身 之 中 的 事物 的 封闭 领 
域 . 由 此 可 见 , 直 觉 主义 学 派 是 彻底 的 洪 无 限 论 者 ,他 们 的 基本 立场 是 : (1) 在 
无 穷 观 的 问题 中 ,彻底 采纳 潜 无 限 而 排斥 实 无 限 ;(2) 否 认 传 统 逻 辑 的 有 效 性 而 重 
建 直 党 主义 逻辑 ;(3) 拆 除 一 切 非 构 造 性 数学 的 框架 ,重建 直 党 主义 的 构造 性 数学 . 
然而 直觉 主义 对 数学 的 这 番 改 造 运动 ,不 仅 进展 极其 缓慢 ,而且 由 此 而 要 损失 一 大 
块 有 用 且 合 理 的 数学 ,因此 ,几乎 可 以 认为 这 个 改造 运动 难以 取得 圆满 成 功 . 至 于 
以 Russell 为 代表 的 逻辑 主义 派 的 无 穷 观 ,由 于 逻辑 主义 派 的 基本 立场 是 确认 全 部 
数学 的 有 效 性 ,并 认为 能 把 全 部 数学 化 归 为 逻辑 ,因此 ,要 确认 全 部 数学 的 有 效 性 ， 
势必 要 确认 实 无 限 观 点 下 的 无 限 集 理论 . 因此 ,就 无 穷 观 而 言 ,逻辑 主义 派 是 实 无 
限 论 者 , 亦 即 确认 实 无 限 性 研究 对 象 在 数学 领域 中 的 合理 性 . 因此 ,普遍 认为 : 
“Russell 及 其 追随 者 明显 地 承认 无 限 性 对 象 的 存在 性 . ”但 又 由 于 Russell 为 排 
除 集合 论 悖 论 而 发 展 他 的 分 支 类 型 论 , 从 而 在 Russell 系统 中 的 实 无 限 性 对 象 就 在 
不 同 的 类 和 级 中 表现 为 一 定 的 层次 结构 . 至 于 以 Hilbert 为 代表 的 Hilbert 主义 派 
的 无 穷 观 ,由 于 Hilbert 的 基本 主张 是 ;一 方面 希望 保存 古典 数学 的 基本 概念 和 证 
典 逻 辑 的 推理 规则 ,特别 是 那些 与 实 无 限 性 有 关 的 概念 和 方法 ,有 如 无 限 集 概念 与 
排 中 律 在 无 限 集 上 的 使 用 等 ;但 在 为 一 方面 ,Hilbert 又 出 于 可 信 性 的 考虑 ,对 这 些 
实 无 限 性 概念 和 方法 又 顾虑 重重 ,几乎 和 直觉 主义 一 样 地 认为 可 信和 性 只 存在 于 有 
限 之 中 ,无 限 则 是 不 可 靠 的 ,这 一 有 穷 主义 观点 终于 贯彻 在 他 的 元 理论 的 推理 规则 
之 中 . 因此 ,Hilbert 基于 要 在 有 穷 主 义 可 信 性 的 考虑 中 保存 实 无 限 观点 下 的 古典 
数学 与 古典 逻辑 推理 规则 ,不 得 不 把 全 部 数学 划分 为 具有 真实 意义 的 “真实 数学 ” 
和 不 具有 真实 意义 的 “理想 数学 ”, 而 把 那些 与 实 无 限 相关 的 概念 和 方法 作为 理想 
的 概念 和 方法 纳入 数学 领域 ,并 希望 通过 有 穷 主 义 的 构造 性 方法 在 元 理论 的 研究 
中 证 明理 想 数学 的 相 容 性 ,以 使 实 无 限 性 的 理想 成 分 在 应 用 上 的 有 效 性 与 上 述 有 
穷 主义 立场 获 致 统一 ,这 就 是 Kriesel 所 说 的 ;Hilbert 是 从 有 限 性 观点 出 发 去 理 
解 超 穷 方法 之 应 用 的 . ”1%*1 因 此 , Hilbert 主义 派 的 无 穷 观 便 是 理想 数学 中 的 实 无 
限 论 者 ,元 数学 理论 中 的 有 穷 主义 者 . 此 外 ,可 以 认为 形式 主义 学 派 的 无 穷 观 和 
Hilbert 的 无 穷 观 很 接近 ,或 者 说 形式 主义 学 派 基本 上 继承 了 Hilbert 的 无 穷 观 . 


3.1.6 无 穷 观 问题 之 困惑 和 迷茫 


在 哲学 上 有 所 谓 消极 无 限 与 积极 无 限 之 分 ,哲学 上 的 这 两 种 不 同 的 无 限 性 概 
念 在 数学 中 的 具体 表现 就 是 潜 无 限 和 实 无 限 ,哲学 上 两 种 无 穷 观 的 一 系列 争议 在 
数学 中 的 反映 便 是 潜 无 限 论 者 与 实 无 限 论 者 的 论战 史 . 从 数学 的 角度 看 ,Bourbabi 
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学 派 在 他 们 的 《集合 论 )- 一 书 中 也 曾 简 要 陈述 过 相关 的 历史 背景 ,特别 引 人 注 目的 
是 言及 有 如 Gauss、Galois、Poincare、Kronecker、 Borel、Lebesgue 和 Weyl 等 在 数 
学 上 作出 杰出 贡献 的 学 者 尼 反 对 实 无 限 概念 ,以 致 在 实 无 限 观点 下 的 Cantor 集合 
论 长 期 得 不 到 承认 . 然而 令 人 费解 的 是 除了 直觉 主义 学 派 在 他 们 的 构造 性 数学 中 
彻底 远离 实 无 穷 之 外 ,众多 反对 实 无 限 的 数学 家 的 杰出 工作 都 立足 于 实 无 限 观 点 
下 的 集合 论 . 在 这 里 , 仅 就 如 上 所 列 出 的 几 位 反对 实 无 限 概念 的 数学 家 而 言 ,首先 
Borel 的 一 系列 重要 贡献 都 和 Cantor 集合 论 的 思想 ,特别 是 与 可 数 集合 概念 密切 
相关 . 例如 ,他 有 一 个 著名 结果 就 是 证 明了 可 数 集合 的 测度 为 0. 而 且 Borel 在 建立 
实 变 隐 数论 ,测度 论 、 可 数 概 率 等 学 科 上 都 作出 了 开创 性 的 杰出 贡献 ,而 这 些 学 科 
都 以 Cantor 的 实 无 限 性 集合 论 为 基础 . 又 如 Lebesgue, 他 的 杰出 贡献 之 一 就 是 改 
进 了 Borel 的 测度 论 并 建立 了 Lebesgue 测度 . 男 外 ,他 在 拓扑 学 中 引入 了 紧 性 定义 
及 紧 度量 空间 的 Lebesgue 数 . 再 说 Poincare, 他 不 仅 是 第 一 个 把 Cantor 集合 论 应 
用 于 分 析 学 的 大 数学 家 , 而且 19 世纪 末 Cantor 集合 论 问 世 时 ,他 就 在 国际 数学 家 
大 会 上 乐观 地 宣称 "现在 数学 的 完全 严格 性 已 经 达到 了 ”. 无 论 后 来 Russell 悖 论 给 
他 的 乐观 蒙 上 了 什么 样 的 阴影 ,他 从 1894 年 开始 ,依然 完成 了 一 系列 关于 近世 代 
数 .拓扑 学 方面 的 研究 ,还 创建 了 代数 拓扑 学 ,可 以 认为 1933 年 以 前 的 代数 折 扑 党 
的 发 展 完全 基于 Poincare 的 思想 方法 ,而 在 这 里 所 涉及 的 这 些 研究 领域 都 要 以 实 
无 限 的 Cantor 集合 论 为 基础 . 就 直觉 主义 的 代表 人 物 之 一 的 Weyl 和 攻击 Cantor 
合 论 最 为 激烈 的 Kronecker 这 两 位 数学 家 而 言 ,也 都 在 群 论 .近世 代数 和 折 扑 学 
等 直接 以 Cantor 集合 论 为 基础 的 数学 领域 中 作出 过 重要 的 研究 成 果 . 从 哲学 的 角 
度 看 ,众多 古典 哲学 家 坚持 实 无 限 观念 ,特别 是 相对 于 数学 分 析 中 e-6 方法 和 直觉 
主义 的 无 穷 观 , 对 于 那 种 不 断 扩展 式 的 潜 无 限 进程 ,古典 哲学 家 们 早已 提出 过 强烈 
的 批评 ,Kant 认为 这 种 无 穷 观 是 可 怕 的 ,Spinoza 认为 这 是 一 种 想象 的 无 限 , Hegel 
则 称 之 为 恶 的 无 限 性 ,Engels 和 JJeHHMHH 也 对 区 分 真 假 无 穷 的 必然 性 给 予 肯定 的 
回答 . 的 确 , 尤 其 是 在 数学 领域 里 探索 无 穷 奥 秘 的 崎 赋 小 路 上 ,无 穷 观 问题 着 实 仿 
人 困惑 和 迷茫 , 吸 待 研究 和 澄清 . 并 由 此 而 不 能 不 使 我 们 回想 起 Hilbert 在 一 次 著 
名 的 演讲 中 所 发 的 感慨 :“ 没 有 任何 问题 能 像 无 限 那样 ,从 来 就 深 深 地 触动 着 人 们 
的 情感 ;没有 任何 观念 能 像 无 穷 那样 , 曾 如 此 卓有成效 地 激励 着 人 们 的 理智 ;也 没 
有 任何 概念 能 像 无 限 那样 ,是 如 此 迫切 地 需要 予以 澄清 . 所 8 
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3.2. 1 何谓 实 无 限 与 潜 无 限 
历史 上 ,Aristotle 是 第 一 个 明确 承认 潜 无 限 而 反对 实 无 限 的 学 者 ,而 略 早 于 
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Aristotle 的 Plato 则 是 第 一 个 明确 承认 实 无 限 而 反对 潜 无 限 的 学 者 . 自古 至 今 
2000 余年 来 ,坚持 潜 无 限 观 念 的 学 者 们 和 坚持 实 无 限 观 念 的 学 者 们 ,一 直 是 在 互 
相 和 否定 的 模式 中 争论 不 体 ,并 且 广 泛 涉 及 哲学 .逻辑 .计算 机 科学 理论 和 数学 等 众 
多 领域 , 卷 人 这 场 争论 的 大 学 者 们 , 留 给 我 们 一 大 堆 有 关 两 种 无 穷 的 素 朴 摘 述 ,不 
妨 陈述 一 二 如 下 : 

(1) Aristotle 明确 认为 ,无 限 只 能 是 一 种 潜在 的 存在 ,而 不 能 是 一 种 实在 的 存 
在 . 他 说 :因为 分 割 过 程 永远 不 会 告终 ;这 个 事实 保证 了 这 种 活动 存在 的 淤 在 性 ， 
但 并 不 能 保证 无 限 独立 地 存在 . ”i 

(2)Aristotle 说 :空间 和 时 间 是 可 以 无 限 地 划分 的 ,但 并 没有 被 无 限 地 划分 
开 来 . "| 

(3) 贝 尔 (Bayle) 说 :“ 如 果 我 们 在 一 英寸 大 小 的 材料 上 划 下 了 无 穷 多 条 线条 ， 
我 们 不 会 作出 这 样 一 种 划分 ,这 种 划分 会 把 Aristotle 以 为 仅 是 可 能 的 无 限 性 变 成 
现实 的 无 限 性 . ”2 

(4) 列 末 (JIeaaH) 针 对 贝尔 所 言 “ 如 果 我 们 在 一 英寸 大 小 的 材料 上 划 下 了 无 穷 
多 条 线条 "一 语 指出 :这 就 是 说 ,如 果 我 们 把 无 限 的 划分 进行 到 底 ! 2 

(5) 外 尔 (Weyl) 指 出 :“ 布 芳 威 尔 (Brouwer) 使 这 一 点 明确 了 , 目 然 数 列 , 它 能 
够 通过 不 断 地 达到 下 一 个 数 而 超越 任何 一 个 已 经 达到 的 界线 . 从 而 也 就 开辟 了 通 
回 无 限 的 可 能 性 ,但 它 永 远 沛 留 于 创造 (生成 ) 的 状态 之 中 ,而 绝 不 是 一 个 存在 于 目 
身 之 中 的 事物 的 封闭 领域 . ?4 

通过 这 些 素 朴 的 描述 ,可 将 潜 无 限 和 实 无 限 的 差别 规范 为 如 下 两 点 ， 

其 一 从 生成 的 角度 看 , 潜 无 穷 永 远 是 进行 式 (forever going, 简 记 为 广 going)， 
而 实 无 穷 却 是 肯定 完成 式 (gone). 

其 二 从 存在 的 角度 看 , 潜 无 穷 是 动态 的 和 潜在 的 ,而 实 无 穷 是 静态 的 和 实 
在 的 . 

从 而 潜 无 限 的 两 条 基本 性 质 是 : 

(1) 非 有 限 ; 从 而 给 出 了 被 强化 为 潜 无 限 的 可 能 性 (going); 

(2) 必 须 永远 是 进行 式 (f-going): 从 而 否定 了 达到 进程 终极 处 的 可 能 性 
(mgone,Bh 广 going). 

又 实 无 限 的 两 条 基本 性 质 是 : 

(1) 非 有 限 : 从 而 给 出 了 中 介 过 湾 为 实 无 限 的 可 能 性 (going) ; 

(2) 必 定 是 肯定 完成 式 :从 而 肯定 了 达到 进程 终极 处 (gone). 

例如 ,我 们 常用 La,65j 表 示 坐 标 轴 上 的 一 个 闭 区 间 , 在 La,5j] 内 有 无 穷 多 个 点 ， 
现 令 变 量 z 在 该 区 间 内 沿 着 X 轴 朝 向 2 点 移动 , 则 变量 xz 在 区 间 内 不 仅 可 以 无 限 
趋 近 于 其 极限 点 5b(going) ,并 在 区 间 内 最 终 可 达到 极限 点 b(gone). 从 而 我 们 可 称 
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3.2 两 种 无 穷 观 的 区 别 和 联系 
变量 x 在 [a,6b] 内 以 实 无 限 方式 趋向 其 极限 点 5. 我 们 又 常用 (ca,p) 来 表示 坐标 轴 上 
的 一 个 开 区 间 , 在 (a,b) 内 有 无 穷 多 个 点 ,但 端点 a 和 6 不 在 (a,65) 内 ,此 时 间 样 令 
变量 x 在 该 区 间 内 沿 X 轴 朝 向 点 移动 ,尽管 5 点 仍 是 变量 z 的 极限 点 ,但 却 不 在 
(a,b) 内 ,所 以 变量 xz 在 该 区 间 内 虽然 仍 可 无 限 趋 近 于 5 点 (going) ,但 在 区 间 (a， 
b) 内 却 永远 达 不 到 5 点 (Fgoing) ,从 而 我 们 可 称 变量 xz 在 (a,5) 内 以 潜 无 限 方式 趋 
向 其 极限 点 5. 
又 例如 ,在 数学 领域 中 ,通常 用 符号 O,, 来 表示 不 在 实 平面 上 的 一 个 无 穷 远 点 ， 
而 变量 x 无 限 趋 近 该 无 穷 远 点 O- , 则 上 述 潜 无 限 的 两 条 基本 性 质 在 此 体现 为 : 
(1 ) 非 有 限 : 从 而 给 出 了 变量 x 无 止境 地 趋向 无 穷 远 点 Ow 的 可 能 性 (going); 
(2 ) 必 须 永远 是 进行 式 (f-going): 从 而 否定 了 变量 x 达到 无 穷 远 点 0 
(™ gone, f-going). 
又 上 述 实 无 限 的 两 条 基本 性 质 在 此 体现 为 : 
(1 ) 非 有 限 : 从 而 给 出 了 变量 x 趋向 并 到 达 无 穷 远 点 O- 的 可 能 性 (going); 
(2') 必 定 是 肯定 完成 式 :从 而 肯定 变量 x 必须 达到 无 穷 远 点 O。 (gone). 
总 之 , 实 无 限 是 由 非 有 限 的 进行 式 (going), 中 介 过 渡 (transition) 为 完成 式 
(gone) ,而 潜 无 限 是 由 非 有 限 的 进行 式 (going) 强 化 (strongthen) 为 永远 是 进行 式 
(f-going) ,而 无 论 是 潜 无 限 还 是 实 无 限 ,同样 都 是 非 有 限 进程 . 因此 ,我 们 有 
、 实 无 限 : 肯 定 达 到 进程 终极 处 (gone); 
有 限 进程 潜 天 了 :否定 达到 进程 终极 处 (一 gone , 广 going). 
现在 我 们 再 从 另 一 个 切入 点 去 进一步 讨论 和 理解 潜 无 限 和 实 无 限 , 面 对 我 们 
的 研究 对 象 和 事物 ,如果 采 纳 每 个 每 个 或 逐个 逐个 的 手续 进行 处 理 或 做 出 判断 , 则 
称 之 为 枚 举 手 续 . 在 这 里 ,我们 就 用 这 一 方式 ,明确 定义 了 “ 枚 举 手 续 ” 这 一 概念 . 有 
关 枚 举 手 续 的 具体 举例 ,在 各 个 领域 中 可 谓 比 比 丝 是 , 现 举 例 说 明 如 下 : 
例 1 上 文 所 述 关 于 时 空 分 割 之 历史 性 著名 言论 即 为 一 例 . 亦 即 我 们 在 一 英 
寸 大 小 的 材料 上 ,如果 划一 线条 ,再 划一 线条 …… 如 此 无 止境 地 、 一 条 一 条 地 划 下 
去 (going) ,如 果 了 永远 沛 留 于 这 种 继续 不 新 地 划 的 进程 中 ( 广 going) ,那么 这 一 具体 
的 枚 举 手 续 所 面 对 的 就 是 潜 无 限 . 然而 ,就 像 上 文中 贝尔 所 说 : 如果 我 们 已 经 在 这 
一 英寸 大 小 的 材料 上 划 下 了 无 穷 多 条 线 ”, 或 者 像 列 末 所 指出 的 “如果 我 们 把 这 种 
无 限 的 划分 进程 进行 到 乓 1” 这 就 是 说 ,如 果 把 所 说 的 这 个 具体 的 榴 举 手 续 (going) 
进行 完毕 (gone) ,或 者 说 穷 举 (gone) 了 这 一 具体 的 枚 举 手 续 (going) ,那么 这 一 具 
体 的 枚 举 手 续 此 时 所 面 对 的 就 既 不 是 非 有 限 的 进行 式 (going) ,也 不 是 潜 无 限 ( 广 
going) ,而 是 已 经 完成 了 的 实 无 限 ,所 以 无 止境 的 枚 举 手 续 是 进行 式 (going) ,而 将 
枚 举 手 续 进行 完毕 ,或 者 说 穷 举 了 这 一 具体 的 枚 举 手 续 就 是 完成 式 (gone). 简 言 
之 ,由 枚 举 到 穷 举 的 转换 ,也 就 是 由 非 有 限 的 进行 式 (going) 到 完成 式 (gone) 的 中 
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例 2 给 定 一 只 理想 的 空 杯 子 G, 青 给 一 个 无 穷 背 景 世界 中 的 精确 谓词 ,我 
们 找 来 一 个 满足 PP 的 对 象 x ,就 将 z 投 入 G 中 ,再 找 来 一 个 满足 PP 的 对 象 y, 再 将 
y 投 入 G 中 ,因为 卫 在 无 穷 背 景 世界 中 ,所 以 这 种 逐个 逐个 地 找 , 又 逐个 逐个 地 投 
的 手续 ,当然 可 以 无 止境 地 进行 下 去 (going). 但 是 上 只 要 这 种 枚 举 手 续 (going) 尚 未 
进行 完毕 ,而 仍 在 枚 举 的 进程 中 (going) ,那么 它 所 面 对 的 就 是 非 有 限 的 进行 式 
(going) ,又 若 穷 举 了 这 种 枚 举 手 续 , 亦 即 如 果 你 能 够 而 且 已 经 找到 了 所 有 满足 P 
的 对 象 ,并且 又 都 将 其 投 进 了 G(gone), 则 它 此 时 所 面 对 的 就 是 实 无 限 . 反之 ,如 果 
所 说 的 这 种 枚 举 手 续 (going) 被 强化 (strengthen) 为 永远 在 这 种 枚 举 进程 中 (f-go- 
ing), 则 此 时 所 面 对 的 就 是 潜 无 限 . 

例 3 从 古代 原子 论 者 Democritus 和 古典 集合 论 创 始 者 Cantor 的 观念 出 
发 ,任何 一 个 无 穷 集 合 都 是 一 个 实 无 穷 集合 . 现 给 定 一 个 无 穷 集 合 A, 再 给 一 个 
无 穷 背 景 手 界 中 的 选择 标准 f ,我 们 就 可 按 f 在 A 中 选 出 一 个 元 素来 ,再 选 出 一 
个 元 索 …… 这 种 按 f 在 A 中 逐个 逐个 地 选 出 元 素 的 手续 ,也 是 一 种 具体 的 枚 举 
手续 . 

例 4 Cantor 古典 集合 论 中 的 一 一 对 应 原则 用 在 无 穷 集合 上 ,也 是 一 种 枚 举 
于 续 . 因为 任 给 两 个 无 穷 集合 A 和 B, 表 给 一 个 对 应 规则 f, 如 果 A 和 B 在 /之 下 
能 够 建立 起 一 一 对 应 关系 ,那么 当 我 们 在 A 中 任 选 一 个 元 素 , 则 由 f 必 能 在 B 中 
找到 唯一 确定 的 元 素 与 之 对 应 ,再 在 A 中 另 找 一 个 元 素 , 则 由 f 又 能 在 B 中 找 出 
与 之 对 应 的 唯一 确定 的 元 素 , 反 之 亦 然 , 因 为 A 和 B 都 是 无 穷 集 合 ,所 以 ,这 种 手 
续 可 以 无 止境 地 进行 下 去 ,所 以 ,这 也 是 一 种 枚 举 手 续 . 

例 5 在 极限 论 中 运用 es -N 方法 所 定义 的 无 穷 大 序列 ,其 思想 方法 和 Brouw- 
er 构造 性 地 构造 自然 数 的 思想 方法 完全 一 致 ,都 是 设 定 一 个 限度 ,超出 这 个 限度 ， 
骨 设 定 一 个 限度 , 青 超出 这 个 限度 ,而 且 不 论 你 设 定 的 限度 N 有 多 大 ,总 能 超出 这 
个 限度 ,所 以 这 种 设 定 超出 ,上 骨 设 定 再 超出 的 手续 可 以 无 止境 地 进行 下 去 ,因而 ,这 
又 是 一 种 具体 的 .典型 的 枚 举 手 续 . 

形 形 式 式 之 枚 举 手 续 的 实例 是 无 穷 无 尽 的 ,通过 如 上 一 些 实例 的 讨论 ,可 知 任 
何 无 止境 的 枚 举 手 续 ,所 反映 或 指称 的 只 是 进行 式 (going). 只 有 将 无 止境 的 枚 举 
手续 进行 完毕 , 即 穷 举 了 该 枚 举 手 续 之 后 ,才能 面 对 或 指称 实 无 限 . 反 过 来 说 ,对 于 
实 无 限 而 言 ,由 于 它 必定 是 完成 式 ,办 此 必须 将 枚 举 手 续 进行 完毕 ,也 就 是 穷 举 了 
某 种 枚 举 手 续 . 而 对 于 潜 无 限 而 言 ,由 于 它 永 远 是 进行 式 (f-going) ,从 而 必须 否定 
能 将 枚 举 手 续 进行 完毕 , 亦 即 必须 否定 穷 举 枚 举 手 续 , 因此 我 们 有 

、 实 无 限 : 肯 定 穷 举 该 枚 举 手 续 (gone); 
非 有 限 的 枚 举 手 续 凌乱 邮 :否定 穷 举 该 枚 举 手 续 (going). 
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总 之 ,认识 和 理解 潜 无 限 与 实 无 限 的 切 人 点 是 可 变 的 ,但 万 变 不 离 其 条 , 那 就 
是 实 无 限 必定 是 肯定 完成 式 (gone) , 洪 无 限 必定 永远 是 进行 式 (f-going). 为 此 , 达 
到 也 好 , 穷 举 也 好 , 归 宗 都 是 完成 式 . 又 永远 达 不 到 也 好 ,永远 在 枚 举 进程 中 也 好 ， 
归 宗 都 永远 是 进行 式 . 由 于 永远 是 进行 式 (f-going) 不 同 于 完成 式 (gone) ,永远 在 
枚 举 进程 中 不 同 于 穷 举 ,永远 达 不 到 不 同 于 达到 ,所 以 潜 无 限 与 实 无 限 , 无 论 从 生 
成 的 角度 还 是 存在 的 角度 看 ,都 不 存在 任何 意义 上 的 等 同 , 否 则 可 谓 既 不 尊重 前 
人 ,也 不 尊重 历史 ,特别 是 对 卷 人 两 种 无 穷 观 之 争 的 大 学 者 们 是 大 不 敬 . 

综 上 所 述 ,至少 可 以 认为 ,我 们 已 经 在 哲学 层面 上 规范 了 湾 无 限 和 实 无 限 的 区 
别 和 联系 . 归纳 起 来 ,无 非 就 是 上 文 所 论 之 一 个 出 发 点 和 两 个 切 人 点 ,再 次 罗列 
如 下 : 

( 工 ) 一 个 出 发 点 : 


非 有 | 
非 有 限 进 得 | 


( 亚 ) 切 人 点 之 二 : 
实 无 限 : 肯 征 穷 举 该 枚 举 手 续 ; 
非 有 限 的 枚 沧 手续 清 天 限 :否定 穷 举 该 枚 举 手 续 ， 
可 以 认为 :在 逻辑 层面 上 没有 直接 的 湾 无 穷 和 实 无 穷 概 念 ,因为 逻辑 只 研究 可 
能 性 对 象 ,不 研究 存在 性 对 象 , 而 淤 无穷 与 实 无 穷 都 是 一 种 存在 性 概念 ,也 就 是 
Aristotle 所 说 的 潜在 的 存在 ( 潜 无 限 ) 和 Plato 所 说 的 实在 的 存在 ( 实 无 限 ). 因此 
逻辑 与 无 穷 观 没 有 直接 的 关联 性 ,然而 间接 的 关联 性 却 必然 是 有 的 ,因为 逻辑 能 为 
研究 存在 性 对 象 提供 推理 工具 ,就 像 二 值 逻 辑 演 算是 近代 公理 集合 论 的 推理 工具 
那样 . 大 家 知道 ,二 值 逻 辑 演算 中 有 一 个 全 称 量词 V ,解释 并 读 为 “每 一 ”或 “所 有 ”， 
今后 深入 研究 下 去 ,我们 将 引进 所 谓 枚 举 量词 E ,只 能 解释 并 读 为 “每 一 ”, 又 规定 
全 称 量 词 Y 只 允许 解释 并 读 为 “所有”. 如 此 在 无 穷 论 域 中 严格 区 分 了 “每 一 ”( 榴 
举 ) 与 “所有”( 穷 举 ) 之 后 , 枚 举 量词 E 将 成 为 研究 与 刻画 枚 举 进程 (going) 和 潜 无 
限 (f-going) 对 象 的 逻辑 工具 之 一 ,而 全 称 量 词 V 将 成 为 研究 与 刻画 实 无 限 (gone) 
对 象 的 逻辑 工具 之 一 , 并 且 逻 辑 层 面 上 的 “E ?正好 相应 于 哲学 层面 上 的 枚 举 进程 ， 
而 逻辑 层面 上 的 ”“VY ” 却 相应 于 哲学 层面 上 的 穷 举 手 续 . 
就 数学 层面 而 言 ,对 于 潜 无 限 观 念 和 实 无 限 观 念 的 直接 使 用 是 很 普遍 的 ,例如 
在 极限 论 中 ,为 了 避免 Berkeley 性 论 , 运 用 e-N 和 e -6 方法 所 定义 的 无 穷 大 序列 
和 无 穷 小 序列 ,完全 采纳 了 潜 无 穷 观 念 的 思维 方式 . 又 如 在 Brouwer 的 直觉 主义 构 


实 无 穷 ;必定 是 完成 式 (gone); 
潜 无 穷 ; 永 远 是 进行 式 (f-going). 


实 无 限 :肯定 达到 进程 终极 处 ; 
光 无 限 :否定 达到 进程 终极 处 . 
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造 性 数学 中 , 则 是 彻底 不 兼容 实 无 穷 观念 的 ,他 们 完全 和 否认 全 体 自 然 数 能 构成 一 个 
封闭 领域 的 认识 ,因而 从 基于 Brouwer 对 象 对 偶 直 党 的 无 止境 地 生成 的 自然 数 的 
进程 开始 ,直到 展 形 连续 统 的 构成 ,全 部 是 建立 在 永 无 止境 的 沟 无 限 的 观念 之 上 
的 . 但 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,从 Cantor 到 Zermelo 对 于 无 穷 集 合 的 
存在 和 构造 ,都 非常 强调 实 无 限 的 完成 式 . 给 定 一 个 Cantor - Zermelo 意义 下 的 无 
穷 背景 世界 中 的 造 集 谓词 已 , 则 由 P 所 决定 的 唯一 确定 的 无 穷 集 合 A 二 {x|P(zx)} 
是 由 上 且 仅 由 所 有 满足 谓词 PP 的 对 象 x 所 构成 的 ,这 就 是 在 完全 穷 举 所 有 满足 PP 的 
对 象 z 的 基础 上 来 产生 这 个 集合 A 的 . 所 以 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 的 
任何 一 个 无 穷 集合 的 构造 ,都 立足 于 完成 了 的 实 无 穷 观念 . 

实际 上 ,Cantor 古典 集合 论 的 创立 ,标志 着 数学 的 发 展 进 入 了 数学 人 研究 对 象 由 
有 限 、 潜 无 限量 性 对 象 到 实 无 限量 性 对 象 的 再 扩充 时 代 . 在 Cantor 以 前 ,众多 数学 
家 都 持 潜 无 限 观 念 . 例如 ,大 数学 家 Gauss 在 给 舒 马赫 (Heiurich Shumacher) 的 著 
名 信件 中 就 以 十 分 坚定 的 口气 表明 了 他 的 见解 “我 反对 把 无 穷 量 当 做 一 种 完成 了 
实体 来 使 用 ,这 在 数学 中 是 绝对 不 允许 的 . 无 穷 不 过 是 谈 及 极限 时 的 一 种 说 话 方式 
而 已 . “2 所 以 道 本 (J. W. Dauben) 在 《Cantor 的 无 穷 的 数学 和 哲学 》- 一 书 中 指出 : 
“Cantor 清楚 地 意识 到 ,他 的 超 穷 数 和 超 穷 集合 论 面临 着 传统 见解 的 反对 . 他 著述 
《基础 》 一 书 的 目的 之 一 就 是 论证 这 种 对 于 完成 了 的 、 实 无 穷 的 反对 是 毫 无 根据 的 ， 
他 希望 以 一 种 无 可 反驳 的 方式 来 对 高 斯 那样 的 数学 家 、Aristotle 那样 的 哲学 家 以 
及 托马斯 。 阿 硅 那 (Thomas Adquinas) 那 样 的 神学 家 作出 答复 . Cantor 相信 ,上 反对 
在 数学 .哲学 和 神学 中 使 用 实 无 穷 是 基于 一 种 广泛 流传 的 错误 见解 . 天 2 

最 后 ,就 计算 机 科学 理论 这 一 层面 而 言 , 潜 无 穷 观念 的 直接 使 用 及 其 基础 性 是 
最 重要 的 ,因为 计算 机 科学 理论 特别 强调 能 行 性 . 大 家 知道 ,人 们 对 直觉 主义 学 派 
的 历史 性 评价 中 有 一 条 是 完全 肯定 的 , 那 就 是 :“ 联 系 到 计算 机 数学 的 发 展 ,直觉 主 
义学 派 的 构造 性 观点 和 方法 有 重要 意义 ,他 们 的 能 行 性 要 求 尤 其 具有 十 分 重大 的 
现实 意义 ,因为 在 使 用 电子 计算 机 时 ,不 能 不 注意 能 行 性 . 所" 在 无 穷 观 问题 上 , 正 
如 上 文 所 述 ,直觉 主义 学 派 及 其 构造 性 数学 系统 , 乃 是 彻底 贯彻 潜 无 穷 观念 ,而 决 

下 文 将 在 引入 一 系列 简 记 符号 的 基础 上 ,给 出 潜 无 限 和 实 无 限 的 符号 化 了 的 
描述 性 定义 ,今后 在 建立 形式 系统 时 ,所 说 的 一 些 简 记 符号 亦 可 以 作为 相应 的 “ 算 
子 ” 符 号 被 引入 . 

(1) 简 记 符 号 “人 ”的 名 称 是 “开放 进行 词 ”. 解释 并 读 为 : 

(a) 进 行 式 二 ugoing， 

(b) 每 一 一 d 上 ， 

(c) 枚 举 一 dfenu ， 
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一 一 一 一 一 一 一 一 


(d) 无 限 趋 近 于 一 dtina  ， 
(e) 无 止境 地 一 dkne 

(2) 简 记 符 号 “T” 的 名 称 是 “ 正 完成 词 ”. 解释 并 读 为 ， 
(a) 肯 定 完成 式 一 agone， 


(b) 所 有 =a Vv 3 
(c) 穷 举 一 Jexh 9 
(d) 达 到 一 drea 


(3) 简 记 符号 “二” 的 名 称 是 “ 反 完 成 词 ”. 解释 并 读 为 
(a) 否 定 完 成 式 二 um gone 一 df 广 going， 


(b) 否 定 所 有 _a TV ， 
(c¢) 否 定 穷 举 二 sm exh ， 
(d) 永 远 达 不 到 一 df 一 Trea 


此 外 ,我 们 把 “有 限 ” 简 记 为 “fin”， 无 限 " 简 记 为 inf， ,< 潜 无 限 ” 简 记 为 “poi” ， 
“ 实 无 限 ” 简 记 为 “aci”, 亦 即 我 们 有 :fin 二 a“ 有 限 ” ,inf 二 a“ 无 限 ”, poi 二 a" 潜 无 限 ”， 
aci 王 a 实 无 限 ”. 

如 所 知 , 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,所 谓 有 穷 集合 A, 指 的 是 存在 着 
某 个 自然 数 nEN, 能 使 有 A 和 nn 建立 一 一 对 应 关系 , 亦 即 着 有 33n(n€ENAA~ 
n), 则 称 A 为 有 穷 集合 ,并 记 为 ALfinj, 进 而 无 穷 集合 A 被 定义 为 非 有 穷 集合 ， 
记 为 ALin{j, 亦 即 ALinfj 二 a 一 ALfinj. 而 且 所 有 的 无 穷 集合 ( 即 所 有 的 非 有 穷 集 
合 ) 都 是 完成 了 的 实 无 穷 集合 ,因为 任何 一 个 无 穷 集合 ALinfj 二 {x|P(x)}), 都 是 穷 
尽 了 所 有 满足 谓词 PP 的 对 象 x 汇集 起 来 构成 的 . 所 以 在 这 样 的 数学 模型 背景 下 ， 
“无 穷 ” 被 定义 为 “ 非 有 限 ”, 从 而 在 那里 ,要 么 坚持 “ 非 有 限 ” 即 “ 实 无 限 ” 的 二 分 法 原 
则 ,要 么 坚持 “ 潜 无 限 ”" 和 “ 实 无 限 ” 之 间 界 线 模糊 而 不 予 明确 区 分 的 思想 原则 . 在 这 
里 ,我 们 将 避 开 这 样 的 数学 模型 背景 ,并 在 更 抽象 的 层面 上 将 “ 潜 无 限 ” 与 “ 实 无 限 ” 
概念 定义 如 下 : 

aci 二 yfinA 全， 
poi 二 gr 一 fin 和 人 不信 款 ， 

这 就 是 说 ,无 论 是 “ 潜 无 限 ”(poi) 还 是 “ 实 无 限 ”(aci) ,首先 应 该 不 是 有 限 
(一 fin) 并 已 进入 进行 式 ( 个 ), 这 是 “ 潜 无 限 ” 和 “ 实 无 限 ” 的 一 个 共同 的 基础 , 亦 即 都 
有 了 一 个 通 向 无 限 的 可 能 性 (一 fin 人 AA‘), 然后 在 这 个 共同 的 基础 上 ,再 明确 给 定 
“ 潜 无 限 ” 和 “ 实 无 限 ” 的 分 界线 . 这 个 分 界线 就 是 : 实 无 限 必须 是 肯定 完成 式 (T: 
VY 、exh、rea) ,而 潜 无 限 却 必须 是 否定 完成 式 ( 焉 :E 、enu,ina) ,既然 完成 式 已 被 否 
定 ( 一 gone) ,因此 ,进行 式 就 被 强化 (strongthen) 为 永远 是 进行 式 ( 广 going), 从 而 
永远 处 于 “每 一 ”(E )“ 枚 举 ”(enu) 和 “无 限 趋 近 ”(ina) 的 进程 中 . 
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3. 2.2 ” 潜 无 限 与 实 无 限 之 间 的 对 立 关 系 


我 们 在 2. 5. 2 节 中 讨论 了 两 种 对 立 关 系 , 即 反对 对 立 关 系 和 矛盾 对 立 关 系 , 并 
用 (P, 习 PP) 抽 象 地 表示 一 对 反对 对 立 概 念 ,而 以 (CP, 一 P) 抽 象 地 表示 一 对 邓 盾 对 立 
概念 . 其 中 形式 符号 习 的 名 称 是 对 立 否 定 词 ,解释 并 读 为 “对 立 于 ”, 而 形式 符号 一 
的 名 称 是 否定 词 ,解释 并 读 为 “ 非 ”. 正如 2. 5. 3 节 中 所 指出 的 ,在 经 典 二 值 逻 辑 与 
精确 性 经 典 数 学 中 ,只 要 对 论 域 适当 限制 ,完全 否认 中 介 对 象 的 存在 ,从 而 反对 对 
立 与 矛盾 对 立 被 视 为 同一 ,以 致 一 P 寺 PP, 那 么 对 于 任 一 特定 的 (P, 习 也) 而 言 ,只 
要 确认 其 间 没 有 中 介 对 象 , 即 没有 工 能 使 有 ~ p(x) 匀 ~ 习 pbx) , 则 此 (P, 习 PP) 也 
就 是 (P, 一 P) ,反之 ,任何 (P, 一 已 ) 亦 就 是 没有 中 介 对 象 的 (P 汉 书 ). 此 处 形式 符号 
一 的 名 称 是 模糊 否定 词 ,解释 并 读 为 “部 分 地 ”. 详 见 2. 5. 2 他, 下 文 同 此 不 再 注释 ， 
在 这 里 ,我们 将 讨论 并 确定 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 究 竟 是 有 中 介 的 反对 对 立 关 
系 ( 忆 汉 P) ,还 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 关系 ( 忆 , 一 已 ). 讨论 的 基础 和 出 发 点 是 3. 2. 1 
节 中 所 给 出 之 潜 无 限 与 实 无 限 的 描述 性 定义 , 亦 即 

aci 一 sfnA 4 人 和信 下， 
poi 一 si 一 finA 不 人 王 . 

有 关 抽 象 符号 个 、T\ 干 的 名 称 和 各 种 解读 方式 详 见 3. 2. 1 节 , 在 那里 还 有 诸如 
非 有 限 、 潜 无 限 、 实 无 限 、 枚 举 、 穷 举 、 无 止境 地 等 一 系列 简 记 符号 及 其 解读 方式 需 
要 熟悉 . 如 此 ,上 述 定 义 无 非 是 说 ,无 论 是 潜 无 限 (poi) 还 是 实 无 限 (aci) ,首先 不 应 
该 是 有 限 , 即 “ 非 有 限 ”( 一 fin), 并 已 进入 进行 式 ( 个 ), 这 是 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 
(aci) 的 一 个 共同 的 基础 ,都 有 了 一 个 通 回 无 限 的 可 能 性 (一 finA ^), 然 后 在 这 个 
共同 的 基础 上 ,明确 给 出 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 的 分 界线 ,这 个 分 界线 就 是 : 实 
无 限 (aci) 必 须 在 一 fin 人 和 (going) 基 础 上 中 介 过 渡 (transition) 到 它们 的 对 立 面 肯 
定 完 成 式 (gone), 即 十 : VY 、exh、rea. 而 潜 无 穷 (poi) 却 必须 在 一 fin 八 个 (going) 的 基 
础 上 强化 (strangthen) 为 永远 是 进行 式 (forever-going, 简 记 为 f-going) ,既然 永远 
是 进行 式 (f-going) ,从 而 阻 源 了 由 一 fin 人 个 (going) 过 渡 (transition) 到 肯定 完成 
式 (gone) 的 可 能 性 ,这 是 对 肯定 完成 式 (gone) 的 否定 (一 gone), 即 : 干 、E 、enu、 
ina, 从 而 永远 处 于 “每 一 ”《E )、“ 枚 举 ”(enu) 和 “无 限 趋 近 ”(ina) 的 进程 中 . 

在 这 里 ,有 一 点 值得 注意 ,这 就 是 进行 式 (giong) 与 肯定 完成 式 (gone) 是 一 种 
对 立 关 系 . 从 哲学 层面 上 讲 , 对 立 关 系 的 此 方 ,将 通过 非 此 非 彼 的 中 介 状 态 ,过 渡 
(transition) 到 对 立 天 系 之 彼 方 . 那么 作为 进行 式 (giong) 这 个 对 立 的 此 方 ,将 通过 
什么 样 的 中 介 状 态 过 渡 (transition) 到 肯定 完成 式 (gone) 这 个 对 立 之 彼 方 去 呢 ? 若 
用 符号 与 英文 简 记 来 表达 时 ,这 种 中 介 状 态 应 该 是 一 giongA 一 gone. 所 以 实 无 限 
(aci) 应 由 进行 式 (giong) 这 个 对 立 的 此 方 , 通 过 ~giong 人 一 gone 这 个 中 介 状 态 , 过 
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渡 (transition) 到 肯定 完成 式 (gone) 这 个 对 立 关 系 之 彼 方 . 然而 潜 无 限 (poi) 是 由 进 
行 式 (giong) 强 化 (strangthen) 为 永远 是 进行 式 (f-going) 去 实现 的 . 那么 相对 于 进 
行 式 (giong) 与 肯定 完成 式 (gone) 这 一 反对 对 立 关系 (P, 习 PP) 而 言 ,进行 式 (giong) 
与 永远 是 进行 式 ( 广 going) 均 在 对 立 关系 此 方 这 个 层面 上 ,所 以 两 者 (going 与 广 
going) 不 构成 对 立 关系 ,从 而 两 者 之 间 也 不 存在 通过 什么 非 此 非 彼 之 中 介 状 态 的 
过 渡 (transition) 之 类 情况 . 这 就 是 说 ,由 进行 式 (giong) 到 永远 是 进行 式 ( 广 going) 
仅仅 是 同 在 此 方 的 层面 上 的 某 种 加 强 或 强化 (strangthen) 而 已 . 如 此 ,为 了 更 好 地 
体现 由 一 finA + (going) 到 T(gone) 的 过 渡 (transition) ,以 及 由 一 finA 人 (going) 
到 和 王 ( 一 gone, 即 广 going) 的 强化 (strangthen) 的 内 涵 ,我们 不 妨 将 3. 2. 1 中 关于 实 
无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 之 描述 性 定义 ,重新 表达 为 
aci 一 sfinA 人 人 transition 丁 ， 
poi 一 sfin 人 A 个 人 strengthen 干 . 
如 所 知 , 在 3. 2. 1 节 中 曾 通 过 一 个 出 发 点 与 两 个 切入 点 深入 讨论 了 实 无 限 
(ac) 与 潜 无 限 (poi) 之 区 别 和 联系 .下文 将 同样 通过 所 说 之 一 个 出 发 点 和 两 个 切入 
点 ,讨论 并 确定 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 这 一 对 立 关 系 , 究 竟 是 有 中 介 的 反对 对 
立 关系 (P, 习 忆 ) ,还 是 没有 中 介 的 反对 对 立 关系 , 即 矛 盾 对 立 关系 ( 卫 , 一 已 ). 
在 3. 2. 1 节 中 讨论 两 种 无 穷 之 区 别 和 联系 的 一 个 出 发 点 是 : 
非 有 限 -天 :必定 是 完成 式 (gone)， 
潜 无 限 : 永 远 是 进行 式 (f-going). 
正如 前 文 所 述 , 所 谓 永 远 是 进行 式 ( 广 going) ,就 是 对 进行 式 (going) 的 永远 肯 
定 及 其 状态 的 完全 稳定 ,从 而 阻 断 了 进行 式 (going) 过 渡 (transition) 到 肯定 完成 式 
(gone) 的 可 能 性 ,因此 也 就 是 对 肯定 完成 式 (gone) 的 否定 . 为 之 ,利用 3. 2. 1 节 中 
相关 的 简 记 符号 及 其 解读 方式 ,上 述 这 个 出 发 点 可 以 重新 表述 为 : 
非 有 限 :| 了 , 


poi: 王 否定 完成 式 ( 一 gone, 广 going). 
再 看 切 人 点 之 一 : 
实 无 限 : 肯 和 定 达到 进程 终极 处 ， 


弟 有 限 进程 ( 兴 克 限 语 定 达到 进程 终 相处 
在 这 里 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 不 仪 仍然 是 一 种 肯定 与 否定 的 关系 . 而 且 我 们 还 
可 以 在 简 记 符号 “个 ”“T”“ 下 ”之 名 称 及 其 各 种 解读 方式 中 ,选取 相 适 应 的 解读 方 
式 , 组 合成 一 组 简 记 及 其 解读 方式 如 下 ，: 
a 个 5b 二 “变量 a 无限 趋 近 于 极限 5”， 
a Tb 二 a 变量 a 达到 极限 5b”， 
a 十 5 二 a 变量 a 永远 达 不 到 极限 5”， 
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af+pAaTp= 几 变量 a 无 限 趋 近 于 极限 2 并 且 达 到 极限 02”， 
apAa 址 5 二 a“ 变 量 a 无 限 趋 近 于 极限 & 并 且 永 远 达 不 到 极限 0”， 
从 而 在 如 上 一 组 组 合式 的 简 记 及 其 解读 方式 下 ,我 们 可 将 上 述 切 人 点 之 一 ,在 变量 
趋向 其 极限 的 层面 上 重新 表述 为 : 
、 aci:ZX 人 个 5AAxT 5( 肯 定 达 到 6,reachb)， 
提 有 限 进程 人 AZz 干 0( 和 否定 达到 5, 一 reachp). 
其 中 一 reach 5, 即 永远 达 不 到 5, 这 是 对 “达到 ”这 个 肯定 完成 式 (gone) 的 一 种 否定 . 


至 于 切入 扣 之 二 指 的 是 : 
实 无 限 ; 肯 定 穷 举 该 枚 举 手 续 ， 
非 丰 限 的 枚 举 手 续 | 潜 无 限 :否定 穷 举 该 枚 举 手 续 . 
实际 上 ,联系 枚 举 与 穷 举 的 各 种 解读 方式 就 是 ， 
aci: 肯 定 穷 举 (V ,exh)， 
非 有 限 的 枚 举 手 续 | :否定 穷 举 (一 V ,一 exh). 
其 中 一 VY 和 一 exh, 就 是 永远 在 枚 举 (enu) 进 程 中 ,无 论 如 何 , 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 
(poi) 在 这 里 任 然 是 一 种 肯定 与 否定 的 关系 . 
综 上 所 述 , 可 以 结论 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 这 一 对 立 关 系 是 矛盾 对 立 关 系 
(P, 一 了 P) ,也 就 是 没有 中 介 的 反对 对 立 关 系 (P, 刁 PP). 因此 在 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 
(po) 这 一 对 立 关 系 中 不 存在 任何 中 介 过 渡 , 从 而 在 任何 框架 下 或 在 任何 系统 中 ， 
总 有 
HaciV poi. 
这 表明 不 存在 这 样 的 概念 a 能 使 有 
~aci(a) A ~poi(a). 
我 们 在 2. 4. 1 节 中 给 出 了 模糊 谓词 < x,… ,zx, 之 乙 和 清晰 谓词 过 xn, ,x > 
P 的 形式 定义 ( 详 见 2.4. 1 节 中 的 定义 8 和 定义 9), 并 在 那里 证 明了 


fuz dis 
Ti Tn > PV ry > 
[uz dis 


这 表明 (aci,poi) 与 (过 zz,… ,zi 之 P, < 了 wz 之 P. ) 都 是 无 中 介 之 反对 
对 立 面 (P, 洒 己 ), 即 矛盾 对 立 面 ( 了 ,一 已) 的 实例 . 所 以 中 介 原 则 只 是 认为 ,并 非 经 典 
二 值 逻 辑 所 贯彻 之 无 中 介 原 则 那样 ,认为 所 有 的 反对 对 立 面 (P, 习 了) 都 没有 中 介 ， 
但 中 介 原 则 也 不 承认 所 有 的 反对 对 立 面 (P, 导 也 ) 都 有 中 介 , 即 矛盾 对 立 关系 《P, 一 
P) 同 样 客观 存在 . 


3.2.3 第 三 种 无 限 一 一 基础 无 限 
我 们 在 3. 2. 1 与 3. 2. 2 中 均 论 及 一 finA 4 (going) 是 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 
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3.2 两 种 无 穷 观 的 区 别 和 联系 
(aci) 的 一 个 共同 的 基础 . 其 中 实 无 限 (aci) 是 在 一 fnA 人 +(going) 的 基础 上 中 介 过 
渡 (transition) 到 肯定 完成 式 (gone) ,而 潜 无 限 (poi) 是 在 一 fin 人 人 (going) 的 基础 
上 强化 (strangthen) 为 永远 是 进行 式 (f-going). 那么 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poD) 这 
个 共同 的 基础 一 fin 人 入 个 (going) ,首先 是 非 有 限 , 同 时 又 已 进入 通 回 无 限 的 进行 式 
(giong) ,因而 也 是 一 种 无 限 . 但 这 种 无 限 不 同 于 实 无 限 (aci), 因 为 它 还 没有 过 湾 
(transition) 到 肯定 完成 式 (gone). 同时 这 种 无 限 也 不 同 于 潜 无 限 (poi) ,因为 它 还 
没有 被 强化 (strangthen) 为 永远 是 进行 式 (/-going) ,所 以 我 们 将 一 fin 和 人 (going) 
视 为 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 之 外 的 第 三 种 无 限 . 正 因为 这 种 无 限 是 实 无 限 (aci) 
与 潜 无 限 (poi) 的 共同 基础 ,我 们 就 将 一 finA + 人 (going) 称 为 基础 无 限 (elementary 
infinite) , 简 记 为 eli, 尔 即 
eli 一 sm 一 fnA 个 . 
如 此 又 可 将 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 的 描述 性 定义 在 CLeZFC 之 中 介 真 扩张 
区 域 (ML&MSNACL&ZFC- ) 内 完善 地 表达 为 
acl 一 Jeli transition TT， 
pol 一 steli strengthen 二. 
在 3. 3. 2 节 中 ,我 们 已 将 3. 2. 1 节 中 讨论 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 之 区 别 与 
联系 的 “一 个 出 发 点 "和 “两 个 切入 点 ”, 在 不 同 的 解读 方式 下 重新 表达 为 ; 
(1) 一 个 出 发 太 : 
aci: | 肯定 完成 式 (gone)， 
有 限 | :下 否定 完成 式 ( 一 gone)， 
(2) 切 入 点 之 一 : 


非 有 了 进程 


(3) 切 入 点 之 二 : 
aci: 肯 定 穷 举 (V ,exh)， 
入 有 限 的 术 举 手续 和 
poi: 否定 穷 举 ( 一 VY ,exh). 


所 以 在 无 穷 观 层面 上 看 , 实 无 限 (aci) 就 是 肯定 完成 式 T (gone) ,而 潜 无 限 (poi) 就 
是 否定 完成 式 王 (going, 即 一 gone), 从 而 由 基础 无 限 (eli) 到 肯定 完成 式 (T) 的 过 
渡 (transition) ,就 是 由 基础 无 限 (eli) 到 实 无 限 (aci) 的 过 渡 (transition). 同 理由 基 
人 础 无 限 (eli) 到 否定 完成 式 ( 咎 ) 的 强化 (strangthen) ,也 就 是 由 基础 无 限 (eli) 到 洪 无 
限 (pol) 的 强化 (strangthen). 如 所 知 ,所 请 对 立 面 的 过 滤 (transition) ,都 是 指 的 非 
此 非 彼 的 中 介 过 渡 (transition) ,因此 由 基础 无 限 (eli) 到 实 无 限 (aci) 的 过 渡 (transi- 
tion) 也 不 能 例外 , 指 的 也 是 非 此 非 彼 的 中 介 过 渡 (transition) ,这 表明 由 基础 无 限 
(eli) 与 实 无 限 (aci) 所 构成 的 对 立 关 系 ,应 是 有 中 介 的 反对 对 立 关系 CP, 习 了) , 亦 即 


aci:XT 人 5Ax TT 5( 肯 定 达 到 6,reachb)， 
poi: 工 个 5A 人 XZ 趟 5( 否 定 达 到 565, 一 reachb). 


第 3 章 ”数学 无 穷 与 数学 基础 
不 可 能 成 为 矛盾 对 立 关 系 (P, 一 已 ) ,从 而 抽象 地 讲 ,应 存在 着 概念 或 对 象 a 使 有 
~eli(la) 人 一 acli(a)， 

至 于 基础 无 限 (Celi) 与 潜 无 限 (poi) ,也 就 是 进行 式 (going) 与 永远 是 进行 式 ( 广 go- 
ing) ,我 们 已 在 3. 2. 2 节 中 明确 指出 两 者 (going 与 广 going) 均 在 对 立 此 方 的 层面 
上 ,从 而 不 构成 对 立 关 系 , 当然 就 谈 不 上 有 什么 过 湾 (transition) ,也 更 不 会 有 什么 
概念 或 对 象 8 使 有 ~eli(89) A 一 poi(C8) 的 出 现 . 

下 文 仍 将 着 眼 于 建立 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 的 一 个 出 发 点 和 两 个 切入 点 ， 
在 抽象 与 实例 的 层面 上 ,进一步 阐明 由 基础 无 限 (eli) 到 实 无 限 (aci) 的 中 介 过 渡 
《transition) ;以 及 由 基础 无 限 (eli) 到 港 无限 (poil) 的 强化 (strangthen) 的 内 涵 . 

(1) 一 个 出 发 点 (抽象 层面 ): 


Ein eon 


ON 
sngthen | po 
Fa 


ET 
DECeTO To 


非 有 限 过 程 


strfengthen( 人 ) 


EN 
| sengthen | pol 
zhb | strengthen | zfb 

(3) 切 入 点 之 二 (实例 层面 上 的 榴 举 与 穷 举 )，: 

现 将 自然数 集 合 N = 二 {xz | n(xz)} 中 之 自然 数 由 小 到 大 地 排 成 4 序列 : 

A: (1,2,3,. ,7 )o. 
如 所 知 ,只 要 我 们 特定 限制 N = {x | n(x)} 中 之 自然 数 只 有 按 序列 这 一 种 排序 
方式 时 , 则 有 
N= (zi nr)} tA: {1,2,3,.. ,7n,.. } >N = N. 

并 简 记 为 Ni 一。 一 ww ,此 外 ,我 们 以 kc(n) 表示 自然 数 的 个 数 , 即 在 和 序列 中 对 
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3.3 数学 系统 对 两 种 无 穷 观 的 兼容 性 
自然 数 进 行 点 数 或 统计 所 获 之 个 数 , 再 以 nv(z) 表示 和 序列 中 之 自然 数 的 数值 , 即 
各 个 自然 数 的 名 称 , 这 样 可 将 大 家 熟知 的 两 条 定理 通俗 地 表述 如 下 : 

定理 A 在 自然 数 之 4 序列 中 ,有 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 , 即 4 序列 中 全 体 日 
然 数 的 个 数 kc(n) = w. 

定理 B 在 自然 数 之 A 序列 中 ,所 有 自然 数 的 数值 nv(n) 都 是 有 限 的 , 即 
Vn(n €E A— nv(n) < w). 

因此 ,由 定理 A 知 必 有 kc(n) 不 w A kcl(n) To ;如 下 所 示 : 

A: {1 ,2,3 n° Yo 
kc(n)=w 

又 由 定理 B 知 必 有 nvrn) 个 w A nv(n) 下 w ,于 是 我 们 有 


kc(n) ‘ww Transition( 人 ) kc(n)T w 
Ee 


kcCn) tw | 一 (kc(z) to) ~ (ken Tow) | ke)T ow 


非 有 限 的 

ok strengthen( A ) 
|] | ei | strengthen | po 
pol: 


SS 


| 3. 3 ”数学 系统 对 两 种 无 穷 观 的 兼容 性 


正如 本 书 第 1 章 和 第 2 章 已 论 及 的 那样 ,任何 一 门 学 科 体系 ,都 有 它 的 理论 基 
础 ,就 像 任何 一 座 大 楼 ,一 定 有 它 的 墙 基 一 样 ,数学 学 科 当 亦 不 能 例外 . 自从 十 九 世 
纪 Cantor 创建 古典 集合 论 以 后 ,人 们 发 现任 何 一 个 数学 概念 ,总 能 由 集合 论 的 基 
本 概念 出 发 ,将 它 定义 出 来 ,任何 一 条 数学 定理 ,总 能 从 集合 论 的 思想 规定 ( 即 公 
理 ) 出 发 ,把 它 推导 出 来 ,总 体 一 句 话 ,有 了 集合 论 , 就 能 把 整个 数学 推导 出 来 . 因 
此 ,大 家 公认 集合 论 可 以 作为 数学 学 科 的 理论 基础 . 然而 十 分 不 幸 的 是 在 古典 集合 
论 中 发 现 了 不 少 自 相 矛 盾 的 东西 , 即 所 谓 出 现 不 少 悖 论 . 因此 ,车 将 整个 数学 比 作 
一 座高 楼 大 厦 的 话 , 那 么 数学 大 厦 的 墙 基 上 就 有 不 少 裂 缝 . 这 使 大 家 非常 不 安 ,为 此 ， 
数学 家 们 就 对 古典 集合 论 进行 改造 ,建立 了 没有 悖 论 的 近代 公理 集合 论 , 近 现代 数学 
就 葛 定 在 近代 公理 集合 论 基 础 上 ,这 使 得 数学 大 厦 有 了 一 个 相对 牢固 的 墙 基 . 但 是 作 
为 近 现 代数 学 之 理论 基础 的 近代 公理 集合 论 有 几 种 版 本 ,现在 人 们 常用 的 一 种 版 本 
饿 简 记 为 ZFC 系统 , 它 由 Zermelo 首创 ,并 由 弗 朗 克 尔 (Frankel) 改 进而 建成 . 

现在 仪 就 数学 分 析 这 一 学 科 而 言 , 由 于 微 积 分 初创 时 期 ,使 用 了 含混 不 清 的 无 
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第 3 章 ”数学 无 穷 与 数学 基础 
穷 小 概念 ,结果 Berkeley 指出 了 其 中 的 矛盾 ,这 就 是 著名 的 Berkeley 悖 论 . 为 了 清 
除 Berkeley 悖 论 ,数学 家 们 建立 了 极限 论 , 因 此 极限 论 成 为 微 积分 的 理论 基础 ,而 
极限 论 的 理论 基础 又 是 ZFC 系统 . 因此 , 若 将 微 积 分 极限 论 和 集合 论 依次 简 记 为 
N、C、Z, 那 么 我 们 就 将 微 积分 及 其 理论 基础 所 构成 的 数学 系统 简 记 为 NUCUzZ， 
现在 让 我 们 来 阐明 NUCUZ 就 是 一 个 典型 的 兼容 潜 无 限 和 实 无 限 的 数学 系统 . 首 
先 人 人 皆 知 集合 论 强调 实 无 限 ,因为 任何 一 个 无 穷 集合 A 二 (x|1P(z)) 是 由 所 有 具 
有 性 质 P 的 对 象 x 汇集 起 来 构成 的 ,从 而 必定 是 肯定 完成 式 ,即使 从 枚 举 具 有 性 
质 P 的 对 象 x 来 生成 这 个 无 穷 集 合 A ,也 必须 穷 举 了 这 种 枚 举 手 续 之 后 ,才能 生成 
它 . 因此 无 论 怎 样 构成 A 都 是 肯定 完成 式 , 从 而 它 所 面 对 和 指称 的 是 实 无 限 . 但 在 
另 一 方面 ,极限 论 为 了 避免 Berkeley 那 论 ,而 运用 e -6 与 e -NN 方法 所 定义 的 无 穷 
大 序列 和 无 穷 小 序列 , 则 全 面 贯 彻 了 无 止境 地 设 定 限 度 与 超出 限度 的 次 无穷 观念 ， 
进而 避 开 了 实体 无 穷 大 和 实体 无 穷 小 概念 的 使 用 . 因而 就 微 积 分 及 其 理论 基础 N 
UCUZ 作为 一 个 数学 系统 来 看 ,至 此 就 已 经 兼容 了 湾 无 限 和 实 无 限 .不仅 如 此 , 即 
使 单独 立足 于 近代 公理 集合 论 而 言 , 也 不 可 能 像 Cantor 和 Zermelo 所 认为 的 那 
样 , 在 系统 内 彻底 贵 彻 了 实 无 限 而 完全 不 涉及 潜 无 限 . 事实 上 ,这 是 不 可 能 的 , 首 
先 ,从 Cantor 到 Zermelo, 处 处 都 使 用 一 一 对 应 原则 ,正如 3. 2. 1 节 中 所 论 枚 举 手 
续 之 例 4 而 言 ,一 一 对 应 原则 用 在 无 穷 集合 上 ,也 是 一 种 枚 举 手 续 , 而 枚 举 手 续 在 
没有 穷 举 该 枚 举 于 续 之 前 ,只 是 一 种 进行 式 (going), 从 而 它 所 面 对 和 指称 的 要 么 
是 基础 无 限 (elj) 或 被 强化 (strengthen) 为 滚 无限 (f-going). 其 次 ,大 家 知道 恰 由 全 
体 日 然 数 构成 的 集合 N 有 无 穷 多 个 元 素 , 数 学 中 常用 符号 oo 或 w 来 表示 无 穷 多 ， 
因此 ,我 们 说 N 有 w 个 元 素 , 妈 指 自然 数 集合 N 有 无 穷 多 个 元 素 . 我 们 把 自然 数 集 
合 入 中 的 自然 数 按 其 数值 由 小 到 大 地 排列 成 自然 数列 14;{1,2,3,…,n,…), 青 今 
表示 目 然 数 按 其 数值 由 小 到 大 并 可 无 止境 地 增 大 的 变量 ,因此 变量 & 可 以 无 限 增 
大 并 无 限 地 趋 近 于 w. 但 由 于 数学 中 规定 所 有 自然 数 的 数值 都 有 限 , 即 所 有 自然 数 
的 数值 都 小 于 无 穷 ,因此 w 不 是 自然 数 . 所 以 变量 上 虽然 可 以 无 限 地 增 大 ,并 无 限 
地 趋 近 于 w, 但 却 永远 不 能 达到 w, 所 以 变量 趋向 w 的 进程 永远 是 进行 式 ( 广 go- 
ing) ,所 以 它 所 面 对 和 指称 的 必然 是 潜 无 限 . 如 上 所 论 足 以 表明 近代 公理 集合 论 系 
统 本 号 就 是 一 个 兼容 两 种 无 穷 观 的 系统 , 绝 不 是 什么 完全 不 涉及 潜 无 限 的 彻底 贯 
彻 实 无 限 的 系统 . 现在 再 让 我 们 来 看 看 极限 论 , 虽 然 极 限 论 运用 e -6 和 e -NN 方法 
定义 了 无 穷 大 和 和 无穷小 ,但 正如 前 文 所 述 ,在 定义 过 程 中 ,全 部 采取 了 设 定 限度 超 
出 限度 ,然后 再 设 定 再 超出 这 种 永 无 止境 的 进行 式 ( 广 going), 因 而 都 直接 面 对 和 
指称 潜 无 限 观 念 . 特别 是 在 极限 论 中 , 任 一 变量 xz 趋向 其 极限 zu 时 ,一 概 不 谈 二 是 
否 最 终 达到 或 达 不 到 极限 点 zo 之 事 , 甚 或 明文 写 出 0 性 |z 一 zo|<e, 由 此 变量 可 以 
无 限 接近 极限 点 zo ,但 永远 达 不 到 zo ,从 而 变量 x 趋向 其 极限 点 zo 永 远 是 进行 式 
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( 广 going) 而 不 是 完成 式 , 在 此 无 疑 是 贯彻 了 湾 无 限 观念 . 但 在 极限 论 中 能 做 到 完 
全 避 开 实 无 限 而 彻底 贯彻 潜 无 限 吗 ?事实 上 根本 做 不 到 ,因为 在 极限 论 中 不 能 不 
涉及 无 理 数 概念 ,有 如 x 和 V2 等 等 ,但 是 任何 一 个 无 理 数 的 解析 表达 式 必须 面 对 和 
指称 实 无 限 , 因 为 小 数 点 后 的 小 数 必须 是 可 数 无 穷 多 位 ,而 可 数 无 穷 的 概念 无 疑 是 
一 种 典型 的 实 无 穷 观念 . 亦 即 无 理 数 9 在 小 数 点 后 面 所 有 的 小 数 p;(i 二 1,2,3,…， 
n，,…) 的 足 码 所 构成 的 集合 就 是 实 无 穷 自然 数 集 合 , 完 全 不 同 于 直觉 主义 使 用 无 理 
数 的 构造 性 方法 . 再 说 若 要 在 极限 论 基 础 上 去 发 展 微 积 分 , 则 就 更 离 不 开 诸 如 实数 
集 和 有 理 数 集 等 各 种 各 样 的 实 无 限 论 域 . 因而 极限 论 本 身 也 必然 是 一 种 兼容 潜 无 
限 和 实 无 限 的 理论 系统 . 

综 上 所 论 ,不 仅 整个 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 是 一 个 兼容 潜 无 限 和 实 无 限 的 
理论 系统 ,就 其 涉及 无 穷 观 的 一 些 子 系统 而 言 ,也 不 能 不 是 一 个 兼容 两 种 无 穷 观 的 
系统 ,否则 将 不 成 其 为 近 现代 数学 系统 . 

3. 2 节 主 要 规范 了 潜 无 限 与 实 无 限 的 区 别 和 联系 ,其 核心 内 容 就 是 明确 了 两 
条 :其 一 是 实 无 限 必定 是 进行 式 (going) 中 介 过 渡 (transition) 为 肯定 完成 式 
(gone) ,其 二 是 潜 无 限 必定 是 由 进行 式 (going) 强 化 (strengthen) 为 永远 是 进行 式 
(f-going). 然后 又 从 最 终 达 到 与 永 不 可 达 , 以 及 枚 举 手 续 与 穷 举 枚 举 手 续 这 样 两 
个 不 同 的 切入 点 ,给 出 了 永远 是 进行 式 (f/-going) 与 肯定 完成 式 (gone) 的 两 个 具体 
模型 或 两 个 具体 实现 ,由 此 而 为 本 书 讨论 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 对 两 种 无 穷 观 
的 兼容 性 规范 了 它 的 依据 . 而 在 本 节 中 ,主要 阐明 了 如 下 两 点 : 

(1) 近 现代 数学 及 其 理论 基础 在 整体 上 是 一 个 兼容 两 种 无 穷 观 的 理论 系统 ; 

(2) 就 其 涉及 无 穷 观 的 一 些 子 系统 而 言 ,也 都 是 一 种 兼容 两 种 无 穷 观 的 系统 . 

归纳 起 来 说 , 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 ,兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 和 实际 
内 容 比 比 丝 是 . 从 而 其 中 既 不 存在 彻底 贯彻 实 无 限 的 子 系统 ,也 不 存在 任何 彻底 贯 
彻 潜 无 限 的 子 系统 ,所 论 表明 :兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 与 分 析 方 法 是 近 现代 数 
学 及 其 理论 基础 目 身 所 固有 ,从 而 给 出 了 系统 内 使 用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 
的 合理 性 依据 . 


| 3.4 ， 近 现 代数 学 系统 中 的 一 对 互相 矛盾 的 隐 性 思想 规定 


3.4.1 隐 性 思想 规定 之 一 


如 所 知 , 作 为 整个 近 现 代数 学 之 理论 基础 的 ZFC 系统 的 公理 分 为 两 部 分 :其 
一 称 为 逻辑 公理 , 指 的 是 作为 推理 工具 的 逻辑 演算 系统 中 的 相关 公理 或 推理 规则 
等 等 ,而 逻辑 演算 系统 通常 又 分 为 命题 演算 和 谓词 演算 两 大 块 . 其 二 叫做 非 逻辑 公 
理 , 指 的 是 ZFC 系统 中 那些 关于 构造 集合 和 集合 存在 性 的 那些 公理 . 因此 就 整个 
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近 现 代数 学 及 其 理论 基础 的 出 发 点 和 不 加 证 明 的 思想 规定 应 包括 如 下 几 个 方面 的 


内 容 : 
(1) 逻 辑 公理 : 指 的 就 是 命题 演算 与 谓词 演算 中 的 那些 公理 、 推 理 规 则 和 量词 
的 解释 约定 ; 


(2) 非 逻辑 公理 : 指 的 就 是 集合 论 系统 中 的 有 关 构 造 集 合 或 集合 存在 性 的 那些 
信 理 . 

(3) 演 绎 推理 中 通用 的 一 些 推理 手段 和 推理 方法 有 如 下 有 几 种 :数学 归纳 法 、 超 
穷 归 纳 法 和 反 证 法 等 . 当然 ,这 些 推理 方法 的 合理 性 也 是 可 以 从 ZFC 系统 中 推导 
出 来 的 . 

所 说 的 这 些 逻 辑 公 理 非 逻辑 公理 和 推理 方法 ,在 系统 内 均 被 明确 立 出 且 有 其 明 
文 的 陈述 形式 . 但 在 这 里 ,我 们 将 立足 于 兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 和 分 析 方 法 , 进 
一 步 深 入 研究 所 说 的 这 些 公理 和 方法 中 的 者 干 隐 性 思想 规定 ,分 别 讨论 如 下 : 

(1) 全 称 量词 引入 律 (V+ ) 和 全 称 量 词 V 的 解释 约定 :在 ZFC 的 谓词 演算 系统 
中 ,有 两 个 量词 ,其 一 叫做 全 称 量 词 , 记 为 Y ,被 解释 为 “所 有 ”或 “每 一 ”, 并 且 对 我 
们 的 研究 论 域 中 的 每 个 研究 对 象 xz, 约定 “每 一 个 x 如 何如 何 ” 完 全 等 同 于 “所 有 xz 
如 何如 何 ”, 全称 量 词 符 号 Y 是 从 英文 单词 All 的 第 一 个 字母 演变 而 来 . 其 二 叫做 
存在 量词 , 记 为 3 ,被 解释 并 读 为 “存在 "或 有”, 存在 量词 的 符号 是 英文 单词 
Exist 的 第 一 个 字母 的 变形 . 在 谓词 演算 中 ,有 一 条 推理 规则 被 称 为 全 称 量词 引入 
律 ,并 记 为 (V +). 如 果 用 逻辑 演算 中 的 语言 来 表达 ,就 是 (V+):P FACa),a 不 在 
有 中 出 现 , 则 太 上 VzA(Cz). 这 是 什么 意思 呢 ? 任何 一 本 逻辑 演算 教材 中 ,总 会 对 
(V+) 的 涵义 作 如 下 的 阐述 ,《V -+ 无 非 是 指 演绎 推理 中 的 如 下 的 推理 思想 : 即 大 
在 某 学 科 论 域 中 任 选 个 体 ,总 能 在 某 种 前 提 下 推出 具有 性 质 A, 则 就 结论 在 同 
样 的 前 提 条 件 下 ,可 推出 论 域 中 所 有 个 体 都 具有 性 质 A. 当然 要 强调 在 论 域 中 对 个 
体 a 的 选取 是 任意 的 ,不 受 任何 约束 ,特别 不 受 推出 它 具 有 性 质 A 的 那个 前 提 芽 
的 约束 . 所 以 在 (VY + ) 中 明确 规定 “a 不 在 本 中 出 现 ”. 例如 ,在 演绎 推理 中 往 证 “ 任 
一 线段 之 中 垂 线 上 所 有 的 点 均 与 线段 两 端 等 距离 ”这 一 命题 时 ,就 是 在 中 垂 线 上 任 
选 一 点 ,证 其 与 线段 两 端 等 距离 ,然后 就 结论 中 垂 线 上 所 有 的 点 均 与 线段 两 端 等 距 
离 ,当然 ,对 于 该 点 的 选取 ,除了 必须 在 中 垂 线 上 之 外 ,不 受 任何 其 他 约束 . 因此 ,在 
这 种 推理 思想 的 文 配 下 ,全 称 量词 Y 必然 地 既 可 解释 为 “每 一 ”, 亦 可 解释 为 “所 
有 ”, 而且 ， 每 一 z 使 得 什么 结论 成 立 ? 就 完全 等 同 于 “所 有 z 使 得 什么 结论 成 立 ” 
但 在 这 里 应 指出 :在 一 个 无 穷 论 域 中 任 选 一 个 个 体 a, 或 者 说 对 于 论 域 中 的 每 一 个 
个 体 , 正 如 我 们 已 在 3. 2. 1 中 所 讨论 过 的 那样 ,仅仅 是 一 种 枚 举 手 续 . 而 任何 无 目 
境 的 枚 举 手 续 在 没有 进行 完毕 之 前 ,要 么 是 进行 式 (going), 即 基础 无 限 (eli) ,或 者 
已 被 强化 (strengthen) 为 永远 是 进行 式 ( 广 going), 即 潜 无 限 (poi) ,只 有 在 穷 举 了 某 
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种 枚 举 手 续 之 后 ,才能 是 肯定 完成 式 (gone). 然而 枚 举 手 续 一 经 穷 举 之 后 就 不 再 存 
在 什么 “每 一 ”或 “ 任 选 ”, 此 时 就 只 有 已 经 完成 了 的 “所 有 ”或 一切” 从 而 上 面 所 论 
之 “每 一 ”或 “ 任 选 * 在 没有 穷 举 之 前 ,就 只 能 面 对 和 指称 基础 无 限 或 潜 无 限 . 但 在 
(VY +) 推理 和 VY 解释 中 的 “所 有 ”, 当然 已 是 穷 举 枚 举 手 续 之 后 的 完成 式 ,从 而 它 所 
面 对 和 指称 的 必定 是 实 无 限 . 因此 CV +) 中 之 任 选 一 个 个 体 所 获得 的 结果 就 等 于 
论 域 中 所 有 个 体 都 有 该 结果 的 推理 思想 ,或 V 解 释 中 的 “每 一 ”等 于 “所 有 ”, 就 必然 
隐 性 地 贯彻 了 一 条 思想 规定 :这 就 是 要 么 进行 式 (going) 等 于 完成 式 (gone), 即 基 
础 无 限 (el) 等 于 实 无 限 (aci) ,要 人 么 贯彻 永远 是 进行 式 (f-going) 等 于 肯定 完成 式 
(gone) , 即 潜 无 限 (poi) 等 于 实 无限 (aci). 

(2)Cantor-Zermelo 意义 下 的 无 穷 集 合 之 势 与 序数 : 任 给 无 穷 集合 A 一 人 zl|P 
(z)) ,因为 是 在 汇集 了 所 有 具有 性 质 P 的 对 象 之 后 才 构 成 的 ,所 以 是 完成 式 . 即使 
采用 枚 举 具有 性 质 PP 的 对 象 z 的 枚 举 手 续 中 去 生成 4 ,也 必须 在 穷 举 了 该 枚 举 手 
续 后 才能 生成 集合 A, 所 以 A 所 面 对 和 指称 的 必然 是 实 无 穷 ,所 以 人 人 和 缘 知 集合 论 
中 任何 无 穷 集合 的 势 都 是 实 无 穷 势 . 所 谓 集合 的 势 , 就 是 指 该 集合 中 所 包含 的 元 素 
的 个 数 有 多 少 而 已 . 既然 如 此 , 恰 由 全 体 目 然 数 所 构成 的 集合 N= {zln(x)})( 其 中 
n(z) 是 “xz 为 一 自然 数 ” 的 简 记 ) 当 亦 不 能 例外 , 即 N 是 一 个 实 无 穷 集 合 , 它 所 面 对 
和 指称 的 是 实 无 限 . 集合 N= 二 {xn(x)} 有 无 穷 多 个 元 素 , 数 学 中 常用 符号 oo 或 
来 表示 无 穷 多 ,因此 ,我 们 说 N 有 w 个 元 素 , 即 指 自然 数 集合 N 有 无 穷 多 个 元 素 . 
现在 我 们 将 自然 数 集合 N 中 的 自然 数 按 其 数值 由 小 到 大 地 排列 为 自然 数列 4 ;11， 
2,3,…,n，,"…}) ,再 令 上 表示 自然 数 按 其 数值 由 小 到 大 并 可 无 止境 地 增 大 的 变量 , 因 
此 变量 可 以 无 限 增 大 并 无 限 地 趋 近 于 w. 但 由 于 数学 中 规定 所 有 自然 数 的 数值 
都 有 限 , 即 任何 自然 数 都 小 于 无 穷 ,因此 w 不 是 自然 数 . 所 以 变量 有 虽然 可 以 无 限 
地 增 大 ,并 无 限 地 趋 近 于 ww, 但 却 永远 不 能 达到 w, 所 以 变量 趋向 w 的 进程 永远 是 
进行 式 (f-going), 因 此 自然 数 序 列 4 在 这 一 意义 上 所 面 对 和 指称 的 必然 是 潜 无 
限 . 因为 不 过 是 将 N 中 的 自然 数 进行 编 序 而 已 ,所 以 N 和 4 是 同一 个 集合 ,但 由 
上 文 所 说 ,着 眼 于 NN 的 势 , 它 指称 实 无 限 ,着 上 腿 于 4 的 序数 , 它 指称 潜 无 限 . 从 而 在 
此 同样 隐 和 性 地 贯彻 了 潜 无 限 等 于 实 无 限 的 思想 规定 . 

应 当 指 出 ,我们 在 此 仅 用 自然 数 集合 N 这 个 特例 来 作 论述 ,这 仅仅 是 为 了 使 
我 们 的 讨论 尽 可 能 地 通俗 易 懂 . 实际 上 ,由 于 ZFC 系统 接受 选择 公理 ,从 而 良 序 定 
理 成 立 , 而 且 任 何 良 序 化 了 的 序数 集 A 中 的 所 有 序数 都 小 于 A 本 身 的 序数 . 所 以 
只 要 具有 相关 的 专业 知识 ,直接 就 能 在 普遍 意义 上 将 如 上 所 获 之 结论 推广 到 任何 
一 个 实 无 穷 集合 A 二 {x|1P(zx)). 这 就 是 说 ,近代 公理 集合 论 中 有 关 无 穷 集 合 之 势 
和 序数 的 种 种 思想 规定 ,正在 普遍 意义 上 隐 性 地 贯彻 着 潜 无 限 等 于 实 无 限 的 思想 
规定 . 
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(3) 数 学 归纳 法 :数学 归纳 法 中 的 归纳 步骤 , 指 的 是 判断 A 或 性 奈 P 只 要 对 7 
成 立 , 则 就 能 理论 上 证 明 判 断 A 或 性 质 P 对 十 1 也 成 立 . 这 一 事实 表明 对 于 判断 
A 或 性 质 P 成 立 一 事 ,不 论 怎样 设 定 限度 ,总 能 超越 这 个 限度 ,而 且 不 论 设 定 的 限 
度 N 有 多 大 ,依然 总 能 超越 这 个 限度 . 但 应 指出 数学 归纳 法 中 之 归纳 证 明 能 力 , 仅 
限于 无 止境 地 证 一 步 , 再 证 一 步 的 进程 中 ,从 而 归纳 步骤 所 面 对 和 指称 的 必然 永远 
是 进行 式 (going) 的 洲 无 限 . 但 数学 归纳 法 由 这 个 归纳 步骤 就 结论 判断 A 或 性 质 
P 对 所 有 的 2 都 成 立 , 而 判断 A 或 性 质 P 对 所 有 nn 都 成 立 的 结论 ,显然 应 将 由 7 
到 2” 十 1 的 这 种 枚 举 手 续 穷 举 之 后 才能 获得 . 所 以 数学 归纳 法 的 结论 所 面 对 和 指称 
的 必须 是 肯定 完成 式 的 实 无 限 . 我 们 在 3. 2. 2 节 中 已 论述 指出 肯定 完成 式 (gone) 
的 实 无 限 (aci) 与 否定 完成 式 ( gone, 广 going) 的 洲 无 限 (poi) 是 不 可 能 相等 的 . 从 
而 我 们 要 问 ,由 基于 湾 无 限 的 归纳 推理 证 明 手 段 ,如 何 能 跨越 到 基于 实 无 限 的 归纳 
结论 中 去 呢 ? 除非 隐 性 规定 潜 无 限 等 于 实 无 限 ,才能 完成 所 说 的 这 种 跨越 . 亦 即 ， 
数学 归纳 法 这 种 推理 方法 的 合法 使 用 和 通行 ,同样 是 在 隐 性 地 贯彻 潜 无 限 等 于 实 
无 限 的 思想 规定 . 

类 似 的 隐 性 思想 规定 可 能 还 会 举 出 一 些 , 但 在 这 里 已 经 没有 这 个 必要 了 . 一 个 
理论 系统 ,如 果真 能 将 上 文 所 论 之 隐 性 思想 规定 贯彻 始终 ,甚或 将 其 明确 立 为 公理 
而 又 能 目 圆 其 说 ,这 也 可 谓 自 成 体系 或 自 成 一 家 学 说 . 然而 下 文 的 讨论 将 显示 出 在 
近 现代 数学 及 其 理论 基础 中 ,并 没有 能 将 上 文 所 论 之 湾 无 限 等 于 实 无 限 的 隐 性 思 
想 规定 贯彻 到 底 . 


3.4.2 隐 性 思想 规定 之 二 


我 们 在 3. 2. 2 中 曾 论 述 了 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 之 间 的 对 立 关系 ,究竟 是 
有 中 介 的 反对 对 立 关 系 , 还 是 无 中 介 的 反对 对 立 关系 , 即 了 矛盾 对 立 关系 ,结论 是 洪 
无 限 (po) 与 实 无 限 之 间 的 对 立 关系 是 没有 中 介 的 矛盾 对 立 关 系 (p, 一 pp) ,事实 上 
淤 无 限 是 否定 完成 式 ( 一 gone, 广 going) , 而 实 无 限 (aci) 却 是 肯定 完成 式 (gone). 因 
此 ,在 任何 框架 下 ,或 在 任何 系统 中 总 有 

FaciV poi. 

从 而 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 , 芭 poi 关 aci. 然而 整个 3. 2. 2 节 的 讨论 都 是 在 近代 
公理 集合 论 的 框架 之 外 进行 的 ,从 而 所 获 结论 不 能 移 用 到 近代 公理 集合 论 系 统 中 
来 ,在 这 里 既然 是 探索 近 现 代数 学 及 其 基础 理论 中 的 隐 性 思想 规定 , 则 就 必须 在 近 
代 公 理 集合 论 中 之 逻辑 与 非 逻辑 公理 框架 下 进行 研究 , 亦 即 在 此 框架 下 去 分 析 研 
究 潜 无 限 (po0) 与 实 无 限 (aci) 究 况 是 一 种 什么 样 的 对 立 关系 ? 

如 所 知 在 经 典 二 值 迎 辑 和 经 典 数学 中 ,除了 拒 不 考虑 和 研究 普遍 存在 且 为 人 
们 所 经 常 使 用 的 模糊 性 质 或 模糊 概念 外 ,特别 是 在 论 域 的 适当 限制 下 ,完全 否认 中 
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介 对 象 的 存在 ,进而 便 在 所 给 论 域 中 ,反对 对 立 (P, 习 P) 和 矛盾 对 立 (P, 一 了 ) 被 视 
为 同一 ,以 致 一 P 就 是 导 P, 这 就 是 “ 非 美 即 丑 ”、“ 非 善 即 恶 ”等 等 的 由 来 . 所 以 在 二 
值 逻 辑 思 想 的 长 期 统治 之 下 ,必然 出 现 习 PP 圭一 P 的 思维 方式 . 例如 , 真 命题 已 和 
假 命题 导 P 本 来 是 一 对 反对 对 立 概 念 (P, 忆 了 P) ,但 在 二 值 逻辑 思维 方式 的 命题 论 
域 中 ,就 有 非 真 命题 即 假 命 题 之 说 . 又 如 在 人 这 一 论 域 中 ,就 必然 有 非 男 即 女 的 论 
断 . 抽象 地 说 ,只 要 在 二 值 逻 辑 演算 的 框架 内 ,任何 反对 对 立 面 (P, 习 PP) 的 上 位 概 
念 一 经 限定 , 则 在 论 域 中 , 必 有 一 P 即 习 P 的 思想 规定 . 

近 现 代数 学 被 奠定 在 近代 公理 集合 论 基础 上 ,而 在 近代 公理 集合 论 中 ,无 论 是 
ZFC 系统 还 是 NGB 系统 , 均 以 二 值 逻 辑 演算 作为 配套 的 推理 工具 ,因此 ,经 典 二 
值 逻辑 演算 中 的 所 有 推理 规则 和 公理 , 均 为 近 现代 数学 及 其 基础 理论 自 呈 所 拥有 
和 接受 . 因此 ,二 值 逻 辑 演 算 中 的 反 证 律己 ) 被 确认 ,用 形式 语言 来 表述 反 证 律 就 
是 :Tr, 一 A 上 FB, 一 B>T 上 FA. 反 证 律 的 实际 含义 就 是 演绎 推理 中 常用 的 反 证 法 推 
理 . 在 二 值 敢 辑 演算 系统 内 ,由 反 证 律 (一 ) 开 始 ,可 以 在 系统 内 证 明 排 中 律 ; FAVYV 
一 A 和 无 矛盾 律 上 AV 一 A). 又 由 上 文 可 知 , 在 二 值 逻 辑 演算 框架 内 ,反对 对 立 
面 (P, 习 PP) 和 刻 盾 对 立 面 (P,P) 合 二 为 一 ,从 而 习 P 就 是 一 P, 从 而 在 这 里 ,即使 
假设 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 之 间 的 对 立 关 系 是 一 种 有 中 介 的 反对 对 立 关系 
(P, 习 忆 ) ,但 一 经 套 进 二 值 逻 辑 框 架 , 就 必然 成 为 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P, 一 PP) ,从 
而 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 在 二 值 逻辑 框架 内 ,必然 代表 了 一 个 概念 或 事实 的 肯 
定 (4) 和 和 否定 (一 人) 的 两 个 方面 ,从 而 必然 满足 排 中 律 和 无 矛盾 律 , 亦 即 应 有 上 -poiV 
aci 并 且 上 一 (poiAaci). 从 而 可 以 证 明 poi 关 aci, 就 像 A 和 一 A 既 要 满足 排 中 律 

FAV 一 A 又 要 满足 无 蔬 盾 律 上 -一 (A 人 一 A), 就 不 可 能 有 A 三 一 A 一样 . 所 论 表 
明 :在 近 现 代数 学 及 其 基础 理论 中 ,由 反 证 律 ( 一 ) 开 始 , 必 将 导致 隐 性 地 贯彻 “ 潜 无 
限 不 等 于 实 无 限 ” 这 一 思想 规定 . 


3.4.3 两 点 注 记 


(1) 上 文 运 用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 ,对 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 的 逻 
辑 公理 , 非 逻 辑 公 理 以 及 通用 的 推理 方法 系统 地 进行 了 梳理 . 梳理 结果 最 终 显示 ， 
其 中 有 一 部 分 公理 或 方法 隐 性 地 贯彻 了 “法 无 限 等 于 实 无 限 ” 的 思想 规定 , 却 又 有 
刃 一 些 公理 隐 性 地 贯彻 了 “ 洪 无 限 不 等 于 实 无 限 ” 的 思想 规定 . 从 而 这 一 分 析 结 果 
局 示 我 们 ,应 在 更 深层 次 上 去 研究 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 的 相 容 性 问题 ,并 在 逻 
辑 数学 技术 层面 上 使 这 种 隐藏 较 深 的 问题 浮 出 水 面 ,最 终 还 应 出 台 解 决 方案 . 但 应 
指出 ,所 说 的 这 种 深层 次 的 逻辑 数学 矛盾 ,不 可 能 出 现在 经 典 二 值 逻辑 演算 系统 
中 ,因为 上 文 所 论 之 隐 性 矛盾 的 团 明 ,无 论 您 从 纯 逻 辑 公 理 出 发 ,还 是 直接 从 非 逻 
气 公 理 出 发 ,实际 上 都 已 涉及 一 系列 非 纯 逻辑 概念 ,诸如 洪 无 限 、 实 无 限 、 进 行 式 、 


计 


第 3 章 ”数学 无 穷 与 数学 基础 
完成 式 .可 达 与 不 可 达 、 枚 举 与 穷 举 等 等 ,因此 ,我 们 应 该 到 极限 论 与 集合 论 中 去 探 
索 这 种 可 能 存在 的 深层 次 矛盾 . 上 文 所 论 也 从 本 质 上 指明 ,逻辑 系统 往往 能 有 相 
容 .可靠 与 完备 的 证 明 ,而 非 纯 逻 辑 系统 至 今 却 难 以 实现 这 一 点 . 

(2) 在 此 应 该 指出 ,3. 3 节 告 诉 我 们 ,兼容 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 的 思维 方 
式 和 分 析 方 法 为 近 现 代数 学 自身 所 固有 ,而 3. 4. 2 节 的 讨论 又 告诉 我 们 , 潜 无 限 
(poi) 不 等 于 实 无 限 (aci) 的 思想 规定 亦 为 近 现 代数 学 自 员 所 固有 . 反 过 来 说 亦 就 
是 :兼容 poi 与 aci 的 思维 与 方法 ,以 及 poi 关 aci 的 思想 规定 ,都 不 是 人 们 外 加 到 近 
现代 数学 及 其 理论 基础 中 去 的 . 因此 ,在 我 们 进一步 研究 近 现 代数 学 系统 的 合理 性 
与 相 容 性 问题 的 过 程 中 ,充分 运用 poi 关 aci 这 一 思想 规定 ,以 及 兼容 poi 与 aci 这 
一 思维 方式 和 分 析 方 法 时 ,在 近 现 代数 学 系统 内 是 有 其 合理 性 根据 和 无 可 非议 的 . 
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3.5.1 简 记 与 注释 


一 组 简 记 :在 3.2.1 节 中 ,给 出 了 潜 无 限 (poi) 和 实 无 限 (aci) 的 描述 性 定义 ,并 
给 出 了 人 简 记 符号 “个”“T”、“ 赴 ”的 名 称 和 解读 方式 . 在 这 里 ,我 们 将 根据 本 节 的 数 
学 背景 和 具体 模型 ,选取 其 中 相 适 应 的 解读 方式 ,并 在 此 基础 上 再 组 合成 一 组 简 记 
及 其 解读 方式 (参见 3. 2. 2 节 ) 如 下 : 

a 个 6 二 a“ 变量 a 无 限 趋 近 于 极限 5 ”， 

a Tb 二 a“ 变 量 a 达到 极限 b ”， 

a tb =a “变量 a 永远 达 不 到 极限 2 

af+2AaTe=a “变量 < 无限 趋 近 于 极限 2 并 且 达 到 极限 ”， 

a 个 5 和 A a 下 5 二 a“ 变 量 a 无限 趋 近 于 极限 2 并 且 永 远 达 不 到 极限 56 ”. 

此 外 ,我 们 令 @ 为 代表 某 种 数量 的 符号 , 既 可 代表 有 穷 多 , 亦 可 代表 无 穷 多 . 
具体 地 说 ，@ 既 可 代表 某 个 自然 数 n , 亦 可 代表 ce ,更 可 代表 种 种 超 限 势 , 有 如 
No 、531 …、 兴 ，… 等 等 ,甚或 连续 统 势 C .在 此 基础 上 再 引入 如 下 简 记 : 

Sik @ 二 a“ 理 想 容 右 S 中 存 贮 有 @ 个 对 象 ” 

注 I 在 下 文 的 讨论 中 ,我们 仍然 贯彻 和 使 用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 和 
潜 无 限 不 等 于 实 无 限 (poi 关 aci) 的 思想 规定 . 这 是 有 其 合理 性 根据 的 ,因为 3. 3 节 
和 3.4.2 六 的 讨论 已 充分 表明 :兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 和 poi 关 aci 的 思想 规 
定 均 为 近 现 代数 学 系统 及 其 基础 理论 自身 所 固有 ,而 不 是 人 们 所 外 加 进去 的 . 

注 ”在 集合 论 中 , 势 和 序 型 是 两 个 不 同 的 概念 ,一 个 有 序 集合 的 势 是 唯一 确 
定 的 ,而 其 序 型 不 是 唯一 确定 的 ,例如 对 于 自然 数 集合 N 可 有 无 穷 多 种 不 同 的 排 
序 方法 ,举例 如 下 : 
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(1)1,2,3,… ,nnn 十] ，…， 

(2)2,3,4,.…,n ,7 十 1，…，1， 

(3)1;,3,5，…， 272 十 1 ,2,4,6,., 2n ，…， 

(4)-… ,nl1,.…,3,2,1. 

对 于 NN 的 上 述 (1)、(2)、(3)、(4) 种 不 同 的 排序 方法 所 产生 的 序 型 依次 记 为 
ww; w 十 1 ,w 十 w= 二 2w ,wx .但 是 NN 的 势 N 是 唯一 确定 的 ,又 在 集合 论 中 , 特 称 良 
序 集 的 势 为 阿 列 夫 势 , 良 序 集 的 序 型 为 序数 ,于 是 良 序 后 的 自然 数 集 N 的 势 N 记 
为 兴 。( 读 为 阿 列 夫 零 ) ,这 是 唯一 确定 的 ,而 上 述 序 型 (1)、(2)、(3)( 即 ww,w 十 1， 
2w ) 却 表示 良 序 后 的 NN 的 不 同 的 序数 ,所 以 阿 列 夫 势 和 序数 也 是 两 个 不 同 的 概念 ， 
但 在 论 域 与 排序 方法 的 特定 限制 下 ,也 可 视 为 相同 . 例如 ,我 们 特定 限制 自然 数 集 
合 NN 只 有 按 X 序列 这 一 种 排序 方法 时 ,可 将 NN 与 N 视 为 相同 ,通常 用 符号 个 ”表示 
限制 , 即 丫 二 “限制”, 因 此 我 们 有 

N= {xz | maGz) 外 AL 2 3 全 入 —N, 

亦 可 简 记 为 NM 站 A 二 Wo 二 w. 

特别 是 作为 自然 数 系统 建设 方案 之 一 的 Von Neumann 方案 ,其 指导 原则 在 于 从 
多 出 发 ,使 得 每 个 自然 数 都 是 较 小 自然 数 的 集合 ,从 而 每 个 自然 数 既 是 其 较 小 自然 数 
的 集合 的 势 , 也 是 其 较 小 自然 数 集 的 序数 ,两 者 没有 区 别 , 这 当然 是 有 穷 序 数 的 现象 ， 
到 了 无 穷 就 未 必 保 持 , 但 是 我 们 可 以 给 出 某 种 特定 的 限制 ,例如 NT 一 No 一 .这 也 
就 是 人 们 通常 都 采纳 自然 数 集 共有 w 个 元 素 的 陈述 方式 ,而 往往 舍弃 N 有 So 个 元 
这 种 更 贴切 之 说 的 原因 . 

注 陡 ” 今 设 S 为 一 理想 容 颖 ,并 列 出 如 下 5 个 判断 : 

(a ) S 中 存 贮 的 DD- 原 子 有 人 @ 个 ， 

( 8)S 中 存 凡 的 D- 原子 没有 @ 个 ， 

(7 ) S 中 存 贮 的 D -原子 的 个 数 或 数量 已 达到 @ 个 ， 

(&)S 中 存 贮 的 疡 -原子 的 个 数 或 数量 没有 达到 @ 个 ， 

(7) SS 中 存 几 的 D -原子 的 个 数 或 数量 永远 达 不 到 @ 个 . 

在 上 述 5 个 判断 之 间 ,我 们 能 直接 确认 的 关系 和 结论 有 如 下 5 条 : 

([)(Ca) 与 (8) 不 能 同时 成 立 , 即 一 [(a) 入 (8)]， 

(HH)(Y) 与 (& ) 不 能 同时 成 立 , 即 一 [(y) A(E)]， 

(下 ?au ) 与 (7 ) 是 等 价 的 , 亦 即 (Ca )iff( yy )， 

(NV)(B) 与 (&) 是 等 价 的 , 亦 即 ( 86 )iff( &)， 

(VD) 由 C7) 可 导出 (8), 亦 即 ( wy) 上 (&). 

今 以 上 表示 DD - 原子 的 个 数 无 限制 地 增多 并 无 限 趋 近 于 @ 的 变量 , 则 由 上 述 
简 记 可 将 结论 ( 焉 ) 表 示 为 如 下 符号 表达 式 : 
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SKE@iffk* @andkT @. 

现在 我 们 用 集合 论语 言 并 针对 自然 数 集合 N 来 翻译 如 上 的 讨论 , 亦 即 理想 容 
器 S 对 应 于 自然 数 集合 N ,DD- 原子 对 应 于 NN 的 元 素 ( 即 自然 数 )，@ 对 应 于 自然 
数 集 合 的 势 兴 。 ,如 果 限 定 N 只 有 由 小 到 大 这 一 种 排列 方式 , 则 由 上 述 注 释 ( 卫 ) 所 
述 NT 一 兴 。 = 二 w 而 知 可 用 w 取代 兴 。. 如 此 ,我 们 亦 有 如 下 5 个 相应 的 判断 : 

(a') N 包含 的 自然 数 有 w 个 ， 

(8 ) NN 包含 的 自然 数 没 有 w 个 ， 

(7Y ) NN 包含 的 自然 数 的 个 数 已 经 达到 w 个 ， 

(& ) NN 包含 的 自然 数 的 个 数 没有 达到 ww 个 ， 

(7 ) NN 包含 的 自然 数 的 个 数 永 远 达 不 到 ww 个. 

根据 以 上 5 个 判断 的 内 涵 , 可 有 如 下 结论 : 

(TI )(Cu ) 与 (8 ) 不 能 同时 成 立 , 即 一 [Ca ) 和 (8 )]， 

(IT CY ) 与 (& ) 不 能 同时 成 立 , 即 一 [(CY ) A(# )]， 

(了 (oa ) 与 (7Y ) 是 等 价 的 , 亦 即 (w )iff(y )， 

(CV CB ) 与 (& ) 是 等 价 的 , 亦 即 (8 )ifH(C& )， 

(V ) 由 (7 ) 可 推出 (2 ), 亦 即 ( 了 ) 上 FC(& ). 

今 以 & 表示 自然 数 的 个 数 无 限制 地 增多 并 无 限 趋 近 w 的 变量 ,并 且 引 人 
简 记 : 

4 'w = 二 a “自然数 集合 N 包含 有 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 ” 
则 由 简 记 和 上 述 结论 ( 亚 ) 可 有 如 下 重要 结论 : 
AR’ w iff kwAk To. (类 类 ) 


3.5.2 可 数 无 穷 集合 的 不 相 容 性 


现在 我 们 来 证 明 下 述 定 理 . 

定理 I 任何 一 个 可 数 无 穷 集 合 都 是 自 相 矛盾 的 非 集 . 

证 明 第 一 步 :我 们 先 证 明 恰 由 全 体 自 然 数 构成 的 集合 : N = {x | n(z)} (其 
中 MT) —=u “x 为 自然 数 ”) 是 一 个 自 相 矛盾 的 非 集 . 现在 先 将 N= (x | n(xz)} 中 
的 元 素 按 其 大 小 顺序 排 成 如 下 的 自然 数 序列 : 

A. {1,2,3,° 7"") | 0 。 

对 于 4 序列 ,我 们 有 如 下 两 条 熟知 的 定理 : 

定理 A 全 体 自然 数 都 是 有 限 序数 , 即 设 N 二 {z | xz)) , 则 Vn(n€ Nn<w). 

定理 B 全 体 目 然 数 的 个 数 为 可 数 无 穷 多 , 即 N = {x | n(x)) 中 共有 ww 个 
(参见 3. 5. 1 中 之 注 卫 ) 互 不 相同 的 元 素 . 
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今 由 定理 A, 我 们 特 将 和 序列 表示 为 如 下 的 由 w 个 两 两 相 异 的 不 等 式 的 可 数 
无 穷 序 列 : 
一 (1<oy 2<o， 3<o… 和 21<ow，…) 
现 给 出 如 下 的 人 简 记 : 
Ine 一 ws“ 不等式 ”(inequality)， 
n(In)Ine 一 a“n 是 N“ 中 某 个 不 等 式 中 所 含有 的 唯一 确定 的 日 然 数 ”， 
Inek 二 x“N “中 第 上 个 Ine”， 
n(In)Inek 二 a“n 是 N“ 中 第 上 个 不 等 式 所 含有 的 唯一 确定 的 目 然 数 ”. 
现 令 VY 二 wa“ 所 有”, E 二 “每 一 ”. 根据 经 典 二 值 逻 辑 演 算 对 全 称 量 词 的 解释 
约定 应 有 VY 王 E ,从 而 由 等 值 置换 公理 应 有 如 下 结论 : 
在 任何 场合 E 与 V 可 以 相互 替换 . (V1) 
在 N“ 中 应 有 : 
E n E k(n(In)Inek —> nn = k). ( 火 ) 
例如 N“ 中 第 9C& ) 个 不 等 式 中 所 含有 的 唯一 确定 的 自然 数 的 数值 必定 是 
9《7). 不 仅 如 此 ,还 可 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 结果 ， 
VY nn(In)Inen). (1) 
亦 即 对 N“ 中 的 每 一 个 不 等 式 总 保持 着 n = 二. 现 由 上 文 重要 结论 (V1), 用 VY 取 
代 上 述 ( 类 ) 中 EE 的 出 现 ,就 得 到 : 
VnVvk(n(In)Inek —>n = k),， 
同样 由 等 值 置换 公理 知 有 如 下 重要 结论 : 
VnYvk(n(In)Inek ->n 与 & 的 出 现 可 以 互相 替换 ) ， (V:,) 
今 以 & 表示 自然 数 的 个 数 无 限 增长 并 无 限 趋 近 w 的 变量 ,并 使 用 简 记 符号 : 
4k&w 二 a“ 上 自然 数 集合 N 包含 有 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 ”. 
则 由 3. 5. 1 之 注 陡 之 重要 结论 ( 炎 x ) 而 知 
Ak’w iffk hw Ak To 
成 立 . 又 由 上 述 定理 B 可 知人 w 成 立 ,从 而 下 述 命 题 为 真 ， 
(kw) A Ck Tw) ( 炎 火 火 ) 
现在 同样 因为 N “中 计 有 ww 个 两 两 相 异 的 不 等 式 , 所 以 当 我 们 用 来 表示 N “中 
不 等 式 的 个 数 不 渐 地 增多 这 一 变量 时 , 则 变量 & 同样 不 仅 可 以 无 限 地 趋向 w ,而 且 
必须 多 达 ww 个 ,从 而 类 同 于 上 文 对 4 序列 的 讨论 , 当 我 们 计算 N “中 不 等 式 的 个 数 
时 ,我 们 亦 应 有 真 命题 ; (kw) 人 (kw). 
既然 fow) A (Tow) 为 真 , 则 由 蕴涵 式 真 值 表 可 有 
VnVk(n(In)Inek -> (kw) A (kTw)). 
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又 由 前 文 重 要 结论 (V:) 可 用 ?取代 上 式 中 & 的 出 现 而 有 
YnVntn(In)Inen 一 (2 人 wow) A (nTw)), 
此 式 也 就 是 
Vn(n(In)Inen —> (nw) A (nTw)), 
由 此 可 得 
Vnln(In)Inen) -> Vn((ntw) A Gn Tw)). (2) 
但 在 另 一 方面 ,对 于 N“ 中 之 各 个 不 等 式 中 所 含有 的 各 个 自然 数 的 数值 而 言 ， 
虽然 亦 可 无 限 地 趋 近 于 ww ,但 决 不 允许 达到 w ,否则 必 将 和 矛盾 于 上 述 定理 A, 即 
矛盾 于 Ynln EN 一 nn 过 w) 这 一 公认 的 结论 . 因此, 当 我 们 立足 于 NN“ 中 之 所 有 
不 等 式 中 所 含有 的 自然 数 的 数值 时 ,我们 就 只 能 有 (n 个 w) 人 (2 十 w) 为 真 . 为 之 我 
们 又 有 
Vnn(lIn)Inen — (nh6w) A (nw)), 


由 此 可 得 
Vnln(In)Inen) —> Vn how) A GT 趟 w)). (3) 
由 (1) 和 (2) 使 用 分 离 规 则 就 有 
Vn((n hw) A (nTw)), (4) 
同 理由 (1) 和 (3) 可 得 
Vn((nhw) A (nw). (5) 


必须 承认 上 述 (4) 和 (5) 是 互相 矛盾 的 . 这 表明 N “不 相 容 ,也 就 是 4 序列 和 
N 二 {x | n(x)} 是 一 个 自 相 矛盾 的 非 集 . 

第 二 步 , 今 设 G 为 ZEC 框架 下 的 任何 一 个 可 数 无 穷 集合 , 则 G 中 一 切 元 可 用 有 自 
然 数 去 编号 ,从 而 由 已 证 NN 二 {x | n(x)) 为 非 集 而 直接 推 知 G 为 自 相 矛盾 的 非 集 . 


3.5.3 ZKFC 框架 中 的 不 可 数 无 穷 集合 的 不 相 容 性 


现在 我 们 将 在 3. 5. 2 所 证 之 定理 的 基础 上 ,证 明 下 述 定理 . 

定理 ”在 确认 近代 公理 集合 论 ZFC 中 之 N = {x | n(x)} 为 非 集 的 前 提 
下 ,近代 公理 集合 论 ZFC 系统 中 的 原来 意义 下 的 各 种 各 样 的 所 谓 不 可 数 集合 要 么 
不 存在 ,要 么 也 都 是 自 相 矛盾 的 非 集 . 

证 明 ”大 家 知道 康 托 (Cantor) 古 典 集合 论 的 造 集 原则 是 概括 原则 ,并 且 无 条 
件 地 使 用 概括 原则 ,最 后 导致 悖 论 的 出 现 , 在 各 种 各 样 的 悖 论 中 ,最 为 基本 或 核心 
的 一 个 悖 论 就 是 下 述 著名 的 罗素 (Russel) 悖 论 ; 即 设 王 为 怡 由 全 体 非 本 身分 子 集 
构成 的 集合 ,但 是 若 设 三 为 非 本 身分 子 集 , 则 可 推出 三 为 本 身分 子 集 . 又 若 设 3 为 
本 身分 子 集 , 则 又 能 推出 王 为 非 本 身分 子 集 , 哪 种 说 法 都 说 不 通 , 故 矛盾 . 

近代 公理 集合 论 系 统 立 足 于 修改 概括 原则 而 给 出 避免 悖 论 的 方案 ,大 家 知道 ， 


1 这 汪 家 
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在 ZFC 的 非 逻 辑 公理 中 ,其 核心 的 造 集 原则 有 :中 空 集 公理 ;@ 无 穷 公理 ;加 和 才 集 
公理 . 其 中 四 和 @@ 用 以 构造 可 数 无 穷 集 合 ,并 且 是 无 条 件 地 直接 规定 某 集合 的 存 
在 ,又 在 四 和 四 的 基础 上 再 配 以 替换 公理 等 其 他 公理 给 出 目 然 数 集合 N = 
{XT | zz))》 ,然后 又 在 四 和 四 的 基础 上 通过 寡 集 公理 而 造 出 不 可 数 集 合 , 再 配 以 其 
他 公理 给 出 民 = {x | r(z)) ,此 处 r(x) 一“z 为 一 实数 ”, 并 由 此 而 为 微 积 
韵 基 1193911121. 

在 ZFC 中 可 以 证 明 上 文 所 说 的 为 非 集 ,或 说 > 不 是 
ZFC 的 集合 ,既然 如 此 , 那 就 不 能 再 问 是 本 身分 子 集 还 是 非 


本 身分 子 集 ,从 而 避免 了 罗素 悖 论 的 出 现 ,同样 可 以 认为 ,在 0 
确认 三 为 非 集 的 前 提 下 ,我 们 也 就 不 能 再 在 ZFC 的 框架 下 去 0 
问 什么 集 是 的 子 集 ,或 者 再 问 什么 集 是 5 的 塞 集 等 等 . 据 图 

3. 1 可 知 ,ZFC 中 不 存在 本 元 ,并 有 如 下 重要 结论 : 图 3.1 


(x )ZFC 的 任何 非 空 集合 A 关 的 任何 元 素 都 必须 是 ZFC 的 集 , 并 且 ZFC 
的 任何 非 空 集合 A 关 名 的 任何 子 集 或 容 集 都 必需 是 ZFC 的 集合 ,并 且 只 有 在 A 
是 ZFC 的 集合 的 前 提 下 ,才能 用 舌 集 公理 去 构造 A 的 寡 集 纹 A). 

现在 分 两 种 情况 来 继续 我 们 的 论述 : 

中 如 果 我 们 在 建造 ZFC 框架 的 起 始 阶 段 就 发 现 了 了 N = {x | n(x)) 为 一 非 
集 , 并 由 3. 5. 2 中 之 定理 知 任何 可 数 集合 缘 为 非 集 , 那 么 也 就 不 可 能 再 用 宪 集 公理 
去 构造 什么 可 数 集合 的 寡 集 了 ,因为 由 上 述 重 要 结论 (* ) 知 道 , 只 有 在 确认 某 集 是 
ZFC 的 集合 的 前 提 下 ,才能 用 ZFC 的 笑 集 公理 去 构造 该 集 的 寡 集 ,因此 在 已 知 
NN 二 {x | n(xz)) 为 非 集 的 前 提 下 ,再 去 构造 什么 统 NN) 就 没有 任何 意义 了 ,就 像 已 
知 Z 为 非 集 , 则 就 再 没 有 什么 统 ) 可 言 一 样 ,因而 在 此 情况 下 ,可 谓 ZFC 框架 下 
的 不 可 数 集合 根本 不 存在 . 

思 然 而 真实 的 历史 进程 并 非 如 此 ,我 们 是 在 ZFC 被 久远 使 用 之 后 才 发 现 
NN = 二 {x | n(x)} 和 任何 可 数 集 合 均 为 非 集 的 ,从 而 在 此 真实 的 历史 进程 中 又 要 分 
两 种 情况 讨论 : 

(A) 首 先 对 于 ZFC 的 任何 一 个 不 可 数 集合 A 而 言 , 我 们 可 在 ZFC 意义 下 ,用 
狭义 选择 公理 在 A 中 选 出 一 个 可 数 子 集 Ac ,当然 Ac CC A , 现 知 Ac 为 非 集 , 然 而 由 
上 述 重要 结论 (x ) 知 ,ZFC 的 任何 非 空 集合 的 任何 子 集 都 必需 是 ZFC 的 集合 ,而 今 
不 可 数 集合 A 却 拥 有 了 一 个 自 相 矛盾 的 非 集 Ac 为 其 子 集 , 这 是 ZFC 所 不 允许 的 ,从 
而 A 就 不 可 能 再 是 ZFC 的 集 ,或 者 说 不 可 数 集合 A 在 ZFC 框架 下 是 一 个 非 集 . 

(B) 今 再 设 分 B) 在 尚未 发 现 可 数 集合 为 非 集 的 情况 下 由 ZFC 的 可 数 集合 B 
通过 医 集 公理 构造 出 来 的 ,那么 在 ZFC 框架 下 , 必 有 B € 纪 B) ,而 后 来 我 们 又 证 
明了 可 数 集合 召 为 非 集 , 但 由 上 述 重要 结论 (* ) 可 知 ,ZFC 的 任何 集合 的 任何 元 
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素 必 为 ZFC 的 集 , 而 在 此 处 既 已 证 B 为 非 集 , 则 在 原来 意义 下 所 构造 的 震 集 XB) 
却 由 此 而 拥有 了 一 个 非 集 B 为 其 元 素 ,从 而 矛盾 于 重要 结论 ( x ) ,从 而 此 时 该 寄 集 
XB) 也 只 能 是 一 个 自 相 了 矛盾 的 非 集 了 . 

总 之 ,在 确认 ZFC 中 之 N = {x | n(x)) 为 非 集 的 前 提 下 ,ZFC 中 的 原来 意义 
下 的 各 种 各 样 的 所 谓 不 可 数 集合 要 么 不 存在 ,要 么 也 都 是 自 相 矛 盾 的 非 集 . 

由 于 ZFC 框架 下 的 任何 实 无 穷 集 合 要 么 是 可 数 集合 ,要 么 是 不 可 数 集合 , 综 
合 3. 5.2 节 中 的 定理 和 本 定理 可 有 如 下 结论 : 

ZFC 框架 下 的 任何 无 穷 集合 都 是 自 相 矛盾 的 非 集 . (x Xxx) 


3.5.4 ”若干 相关 的 历史 性 直觉 判断 


3. 5. 2 节 与 3. 5. 3 节 中 所 证 之 定理 也 是 历史 的 必然 ,并 早已 为 先 师 们 所 觉察 ， 
我 们 在 此 所 做 的 ,不 过 是 用 数学 手段 证 明了 先 师 们 相关 直 党 判断 的 正确 性 . 

例如 ，Leibniz 指出 过 :“ 所 有 整数 的 个 数 这 一 提 法 自 相 和 予 慎 , 应 该 
抛弃 . > 145,P396] 

又 例如 ,自从 古典 集合 论 出 现 悖 论 以 后 ,Hausdorff 就 曾 不 胜 感慨 和 直接 地 提 
醒 大 家 说 :“ 这 一 悖 理 的 使 人 不 安 , 倒 不 在 于 产生 了 矛盾 ,而 是 我 们 没有 预料 到 会 有 
矛盾 :一 切 基 数 所 组 成 的 集 , 显 得 是 如 此 先 验 地 无 可 置疑 ,正如 一 切 自 然 数 所 组 成 
的 集 一 样 地 自然 可 信 , 由 此 就 产生 了 如 下 的 不 确定 性 , 即 会 不 会 连 别 的 无 限 集 , 亦 
即 一 切 无 限 集 , 都 是 这 种 带 有 矛盾 的 似是而非 的 非 集 . 149927] 

然而 最 为 引 人 注 目 和 惊奇 的 莫 过 于 Robinson 在 1964 年 所 发 表 的 见解 :“ 关 于 
数学 基础 ,我 的 立场 (见解 ) 是 基于 如 下 的 两 个 主要 原则 (或 观点 ): 

(1) 无 穷 集合 按 任何 词义 来 说 都 不 存在 (不 论 在 实际 上 或 理论 上 都 不 存在 ) ,更 
精确 地 说 ,关于 无 穷 集 合 的 任何 陈述 或 大 意 陈 述 都 在 字面 上 简直 是 无 意义 的 . 

(2) 但 是 我 们 还 是 应 该 如 通常 那样 去 从 事 数 学 活动 ,就 是 说 当 我 们 做 起 来 的 时 
候 , 还 是 应 该 把 无 穷 集合 当做 似乎 是 真实 存在 的 那样 . ”9 

在 这 里 ,我们 坚信 上 述 Robinson 的 (1) 是 一 种 非常 深刻 的 直觉 判断 , 决 不 是 什 
么 不 负责 任 的 胡言 乱 语 ,至 于 Robinson 的 上 述 (2) ,可 能 是 出 于 当时 的 某 种 无 奈 . 

在 这 里 ,我 们 相信 3. 5. 2 节 和 和 3. 5. 3 节 中 的 研究 结果 ,应 该 与 Robinson 的 直 
言 和 大 师 们 的 直 党 是 一 致 的 . 

人 们 不 禁 要 问 ,如 果 由 于 ZFC 框架 下 的 实 无 穷 集 A 二 {x | p(x)}) 这 个 概念 
存在 严重 问题 而 必需 放弃 的 话 , 则 众多 葛 基 于 {x | p(x)) 意义 下 的 集合 论 之 上 的 
数学 分 文 ( 即 整 个 近 现 代数 学 ) 岂 不 要 统统 被 抛弃 ?回答 是 否定 的 . 事实 上 ,整个 近 
现代 数学 完全 可 以 莫 定 在 一 种 潜 无 限 数 学 系统 的 基础 上 而 被 完整 地 保留 下 来 . 原 
因 在 于 Cantor-Zermelo 尽管 在 {zx | p(x)} 意义 下 构造 了 各 种 各 样 的 实 无 限 集合 ， 
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但 当 他 们 回 过 头 来 分 析 处 理 各 种 实 无 限 集合 的 诸 元 素 的 性 质 、 元 素 与 元 素 之 间 的 
关系 和 结构 ,以 及 基于 其 上 的 种 种 函数 关系 时 ,在 本 质 上 全 部 采纳 了 潜 无 限 思维 ， 
也 就 是 贯穿 了 以 潜 无 限 分 析 式 取代 实 无 限 生成 式 的 思想 原则 . 为 此 ,只 要 所 说 的 这 
种 潜 无 限 数学 系统 仍然 采用 经 典 二 值 逻辑 演算 为 推理 工具 ,并 将 其 中 的 全 称 量词 
VY 作 适 当 的 改造 ,我 们 就 能 在 内 涵 上 完整 地 将 整个 近 现 代数 学 推导 出 来 . 反之 ,人 
们 还 可 能 会 质疑 ,这 种 潜 无 限 数学 系统 会 不 会 是 直 党 主义 构造 性 数学 的 翻版 ,回答 
也 是 否定 的 . 其 根本 区 别 在 于 :中 直 党 主义 构造 性 数学 的 配套 的 逻辑 工具 是 直觉 主 
义 逻 辑 , 而 所 说 的 这 种 潜 无 限 数学 系统 却 仍 以 经 典 二 值 逻辑 演算 为 配套 的 逻辑 工 
具 ;@ 直 党 主义 构造 性 数学 的 出 发 点 不 是 任何 意义 下 集合 论 ,而 是 Brouwer 对 象 对 
偶 直觉 意 义 下 的 自然 数论 “2” ;加 直觉 主 义 构造 性 分 析 学 葛 基 于 Brouwer 的 展 
形 连 续 统 , 而 这 种 潜 无 限 数 学 系统 下 的 分 析 学 将 会 艳 基 于 一 种 弹性 日 然 数 系统 的 
弹性 寡 集 基础 上 . 总 之 ,两 者 各 有 各 的 出 发 点 ,各 有 各 的 建造 数学 大 厦 的 方法 ,两 者 
的 内 涵 丰 富 程 度 也 会 大 不 相同 . 


| 3.6 再 论 十 典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 中 之 无 穷 集合 概念 的 矛盾 性 


3.6.1 弹性 集合 与 Cauchy 剧场 


对 于 谓词 P :“ 自 然 数 ”, 首 先 大 家 公认 这 是 无 穷 背 景 世界 中 的 谓词 ,完全 不 同 
于 “现在 在 这 个 教室 里 的 学 生 ” 等 一 类 有 穷 背 景 世界 中 的 谓词 ,然而 无 穷 背 景 世 界 
又 要 分 实 无 穷 和 潜 无 穷 两 类 ,其 中 Cantor 就 认为 谓词 P .“ 自 然 数 ”属于 实 无 穷 背 
景 世界 ,因而 可 以 构造 实 无 穷 集 合 六 = {x|n(zx)) ,然而 直觉 主义 者 Brouwer 却 从 
根本 上 否认 实 无 穷 ,所 以 自然 数 只 能 永远 处 在 一 个 一 个 地 被 构造 的 进程 (f-going) 
中 ,虽然 可 以 超越 任何 一 个 给 定 的 界限 ,但 却 永 远 停留 于 生成 的 状态 (. 广 going) 中 ， 
因此 决 不 能 形成 一 个 完成 了 (gone) 的 封闭 领域 . 如 所 知 , Cauchy-Weierstrass 在 极 
限 论 中 ,为 了 避免 Berkeley 悖 论 而 运用 e-NN 与 -6 方法 所 定义 的 无 穷 大 序列 和 无 
穷 小 序列 ,也 完全 采纳 了 上 述 Brouwer 永 无 止境 地 构造 自然 数 的 潜 无 限 思 维 方式 ， 
这 就 是 设 定 一 个 限度 ,超出 这 个 限度 ,再 设 定 一 个 限度 ,再 超出 这 个 限度 ,而 且 不 论 
你 所 设 定 的 限度 N 有 多 大 或 者 限度 s 有 多 小 ,我 们 总 能 超出 这 个 限度 , 亦 即 全 面 贯 
彻 了 永 无 止境 地 设 定 限度 再 超出 限度 的 潜 无 穷 观念 ,进而 避 开 了 实体 无 穷 大 和 实 
体 无 穷 小 概念 的 使 用 . 现在 我 们 用 N = {xz|n(xz)) 这 样 的 方式 来 表示 这 种 自然 数 
永 无 止境 地 构造 下 去 的 进程 , 亦 即 用 最 后 那个 圆 括号 “)” 来 表示 自然 数 永 无 止境 地 
被 构造 的 永远 是 进行 式 (. 广 going) ,而 相对 地 把 Cantor 意义 下 的 最 后 那个 花 括号 
“} 来 表示 自然 数 已 经 形成 了 一 个 封闭 领域 的 完成 式 (gone) ,在 这 里 我 们 特 称 实 无 
穷 集 合 N 二 {x|n(x)) 为 刚性 集合 ,而 称 那个 潜 无 穷 意义 下 的 潜 无 穷 集 N = 
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(z| zz) ) 为 弹性 集合 ,该 弹性 集合 的 一 个 完全 等 价 的 陈述 形式 就 是 下 述 Cauchy 
剧场 , 今 设 
1，: (1 2,3，……)11)} 
为 以 1 为 首 元 ,然后 依次 相 接 , 且 由 小 到 大 地 排列 而 成 的 一 个 由 了 个 目 然 数 构成 的 
集合 ,其 中 末 元 n 是 某 个 固定 的 自然 数 . 现 令 4, 中 的 末 元 n 变动 起 来 , 即 令 末 元 > 
不 再 固定 而 可 以 无 限制 地 增 大 , 却 又 永远 持 有 nn 二 w, 这 就 构成 了 一 个 末 元 7 无限 
地 增 大 却 又 永远 有 限 的 潜 无 限 进程 ,我 们 把 这 一 进程 (f-going) 表 示 为 : 
C-W:{1,2,3,°",7) ， 

并 称 之 为 Cauchy 剧场 ,我们 也 把 C-w 中 的 各 个 自然 数 看 成 是 Cauchy 剧场 中 诸 座 
位 的 编号 ,从 而 Cauchy 剧场 是 一 个 自然 数 永 无 止境 地 不 断 增长 的 潜 无 穷 进程 ( 广 
going) , 亦 就 是 上 文 所 描述 的 Cauchy-Weierstrass 基于 无 止境 地 设 定 限度 再 超出 
限度 的 潜 无 穷 观念 去 不 断 地 构造 自然 数 的 永远 是 进行 式 (f-going) 的 弹性 集合 W = 二 
{x|n(z)). 

上 述 所 请 弹性 集合 与 刚性 集合 ,仅仅 是 对 自然 数 的 永 无 止境 地 构造 进程 和 全 
体 自然 数 汇 成 整体 的 一 种 特殊 情形 的 描述 . 其 实 我 们 可 以 将 相关 概念 抽象 到 一 般 
情形 . 3. 2. 1 节 之 末 曾 指出 ,为 了 给 出 潜 无 限 (poi) 和 实 无 限 (aci) 的 描述 性 定义 , 曾 
引入 简 记 符号 个 (开放 进行 词 ) , 趟 ( 反 完成 词 ;、T( 正 完成 词 ) 以 及 它们 的 各 种 解 
读 方 式 , 今 选取 其 中 相 适 应 的 解读 方式 ,进一步 组 合 一 些 简 记 及 其 解读 方式 如 下 : 

ZX(In)A 二 w“ 对 象 z 被 包容 到 集合 A 中 ”， 

Z( 一 In)A 二 “对象 x 不 能 被 包容 到 集合 A 中 ”， 

E x P(r) 和 x(In)A ==u “任何 满足 谓词 PP 的 对 象 x 总 能 无 止境 的 被 包容 到 集 
合 A 中 ”， 

VxrP(z)T x(In)A = 二 “肯定 所 有 满足 谓词 PP 的 对 象 x 都 被 包容 到 集合 A 
中 ”， 

VxP(z) 王 x(In)A 二 a “否定 所 有 满足 谓词 PP 的 对 象 x 能 被 全 部 包容 到 集合 
A 中 ”， 

E xmP(r)T x(TIn)A 二 wa“ 肯定 任何 或 每 一 个 不 满足 谓词 的 对 象 x 总 不 
能 被 包容 到 集合 A 中 ” 

在 此 应 注意 ,在 3. 5. 2 节 之 定理 的 证 明 过 程 中 ,我 们 引进 了 枚 举 量词 E ,解释 
并 读 为 “ 任 一 ”或 “每 一 ”, 不 得 解释 为 “所有”. 而 全 称 量词 V 解释 并 读 为 “所 有 ”, 不 
得 解释 并 读 为 “每 一 ” 

现任 给 无 穷 背 景 世界 中 的 谓词 P 和 一 个 集合 A ,如 果 满 足 条 件 : 

(E rzP(lx) rn)A) A (VrPCr) 下 xn)A) A (CE x—P(x) TT zx(— In)A), 
则 称 集合 A 为 谓词 的 弹性 集合 , 记 为 A = {xz | P(x)). 
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又 对 于 任何 无 穷 背景 世界 中 的 谓词 P 和 集合 A ,如 果 满 足 条 件 : 
(E xP(lx) zn)A) A (VrPlr) T xX(m)A) ACE zz 一 PCGz) TT X(T IMNA), 
则 称 集合 A 为 谓词 P 的 刚性 集合 , 记 为 A 二 {x | P(x)}. 
特殊 地 ,给 定 谓词 n :自然 数 和 集合 N ,如 果 满 足 条 件 : 
(E xanCx) rnDDN) A CVCr) Tr(MDN) A (EE x™nzr) T x In)N), 


则 称 集合 NN 为 刚性 自然 数 集合 , 记 为 N = 二 {x | n(x)}). 
又 对 谓词 n ;自然 数 和 集合 N ,如果 满足 条 件 : 
(E nx) xn ND ACVYm) 直 zn) N) A CE zz)Tx( 一 In)N )， 


则 称 集合 NN 为 弹性 自然 数 集合 , 记 为 NW 二 {x | zz)) , 亦 即 上 文 所 述 之 Cauchy 
剧场 
C-NW:{1,2,3,.*…,7),， 

实际 上 ,上 述 Cauchy 剧场 C-W 或 弹性 集合 N 的 两 条 基本 性 质 是 : 

(1)n 可 以 无 限制 地 增 大 或 构造 下 去 ,从 而 明确 反映 出 C-NW 或 NN 的 “ 非 有 限 ” 
的 性 质 . 

(2) 在 无 限 增 大 的 进程 中 又 强调 恒 保持 nn 一 w, 从 而 明确 否定 n 达到 ww, 这 就 
被 强化 为 永远 是 进行 式 (/-going) ,充分 反映 出 CW 或 WY 的 “ 潜 无 限 ” 特 点 . 

如 此 ,该 Cauchy 剧场 中 的 座位 数 一 方 面 是 可 以 无 限制 地 增加 的 , 男 一 方面 却 
义 有 如 下 重要 结论 : 

Cauchy 剧场 永远 不 可 能 拥有 w( 即 实 无 限 ) 个 座位 . ( x) 

亦 即 座位 个 数 的 增长 永远 停留 在 增长 的 进程 (/-going) 中 而 永远 不 会 增长 完毕 . 这 标 
志 着 当 我 们 从 生成 的 角度 去 看 这 个 C-W 剧 场 时 , 它 永远 是 一 种 进行 式 (f-going) ,又 
当 我 们 从 存在 的 角度 去 看 这 个 C-NW 剧 场 时 , 它 无 疑 是 一 个 动态 的 .潜在 的 和 不 确 
定 的 . 

顺便 指出 ,这 里 所 说 的 剧场 之 所 以 命名 为 Cauchy 剧场 ,并 简 记 为 C-NW 剧场 ， 
而 没有 用 Brouwer 的 名 字 去 命名 ,原因 在 于 借 此 明确 指出 , 现 有 的 研究 与 讨论 完全 
属于 非 构 造 性 的 近 现 代数 学 系统 ,在 此 既 没 有 涉及 任何 直 党 主义 逻辑 ,也 与 直觉 主 
义 构 造 性 数学 无 任何 关系 . 相反 地 , 如果 Brouwer 的 名 字 在 文中 出 现 过 多 , 则 就 有 
可 能 引发 认为 我 们 的 讨论 已 进入 直觉 主义 构造 性 思维 范畴 的 误解 . 


3.6.2 上 古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 中 的 狭义 Cauchy 剧场 现象 


现在 先 让 我 们 来 观察 在 某 个 普通 剧场 中 所 举行 的 一 次 特殊 的 电影 招待 会 的 人 
场 过 程 ,如 图 3. 2 所 示 : 这 是 某 市 的 一 个 500 座位 的 剧场 , 某 日 要 在 该 剧场 举行 一 


105 OO 


第 3 章 数学 无 穷 与 数学 基础 
次 专门 招待 该 市 少尉 以 上 军官 的 电影 招待 会 . 入 场 前 持 有 招待 券 的 观众 先 要 在 剧 

场 休息 厅 和 集中 等 候 . 剧场 有 两 个 入口 处 ,分 别 由 甲 . 乙 两 位 工作 人 员 看 守 , 其 中 甲 负 

责 验证 观众 身份 , 乙 负 责 检查 人 场 人 数 是 否 少 于 或 等 于 500, 因 为 不 允许 有 观众 站 
着 看 电影 ,因此 在 人 场 前 甲 先 向 检查 人 员 发 问 ,休息 厅 中 持 券 等 待人 场 的 观众 身份 
如 何 ? 回答 说 都 为 本 市 少尉 以 上 军官 ,因此 甲 认可 观众 人 场 . 然而 乙 又 要 求 检 查 一 

下 人 数 ,回答 说 人 手 1 券 等 待人 场 者 正好 500 位 ,从 而 全 体 人 场 ,招待 会 顺利 结束. 


500 座位 剧 


图 3. 2 


下 文 我 们 将 在 上 述 Cauchy 剧场 中 举行 一 次 专门 招待 全 体 自然 数 的 电影 招待 
会 .但 在 此 前 先 让 我 们 温习 一 下 如 下 两 条 熟知 的 定理 . 
定理 1 全 体 自然 数 的 个 数 为 可 数 无 穷 多 , 亦 即 自然 数 集合 N 中 共有 个 自 
然 数 . 
定理 2 全 体 自然 数 都 是 有 限 序数 , 即 设 为 自然 数 , 则 必 有 7 二 w. 
其 实 如 上 两 条 熟知 的 定理 可 归结 为 如 下 一 个 结论 : 
“存在 有 ww 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 .” 


图 3.3 


现在 如 图 3. 3 所 示 : 我 们 将 在 Cauchy 剧场 中 举行 电影 招待 会 ,从 静态 框架 看 ， 
Cauchy 剧场 与 前 述 普 通 剧场 无 异 , 也 有 一 个 休息 厅 和 两 个 人 口 处 ,并 分 别 有 甲 . 乙 
两 人 看 守 , 分 工 是 甲 负责 验证 观众 身份 , 乙 负 责 检 查 人 场 观众 是 否 超 员 , 同 样 不 准 
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有 观众 站 着 看 电影 . 从 动态 框架 看 ,Cauchy 剧场 的 座位 数 可 以 无 限制 地 增多 , 却 又 
永远 是 有 限 多 个 座位 ,休息 厅 也 是 理想 和 开放 的 ,以 示 它 能 同时 容纳 无 穷 多 位 观 
众 . 现在 全 体 自然 数 均 已 人 手 一 券 在 休息 厅 中 等 待人 场 ,因此 甲 首先 问 等 待人 场 的 
观众 是 何 身份 ? 回答 说 全 是 自然 数 , 从 而 全 是 有 限 序数 , 甲 可 毫 不 犹 移 地 认可 放 
行 ,因为 身份 全 部 符合 . 然后 , 乙 又 问 休息 厅 中 等 待人 场 的 观众 有 多 少 ? 回答 说 共 
计 w 个 .此 时 乙 立 即 声称 Cauchy 剧场 提供 不 了 这 么 多 座位 ,因此 不 能 入 场 ,否则 全 
部 冲 进来 的 话 , C-W 剧 场 的 结构 就 要 被 破坏 了 . 因为 乙 深 知 3. 6. 1 节 中 所 讨论 并 获 
得 的 重要 结论 ( x ) , 那 就 是 Cauchy 剧场 永远 不 可 能 拥有 w( 即 实 无 限 ) 个 座位 , 因 
为 Cauchy 剧场 是 一 个 潜 无 限 的 进程 , 亦 即 其 座位 的 个 数 的 增长 永远 停留 在 增长 的 
进程 ( 广 going) 中 ,而 并 没 增长 完毕 . 所 以 乙 心中 第 一 个 重要 判断 是 : 

(CI )“w 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 ?是 决 不 可 能 同时 进入 Cauchy 剧场 
看 电影 的 . 

但 在 另 一 方面 , 当 乙 首先 在 心中 作出 上 述 判 断 ( 工 ) 并 拒绝 休息 厅 中 观众 (全 体 
自然 数 ) 同 时 入 场 之 后 ,心中 却 又 在 纳闷 不 已 . 因为 他 这 时 又 想到 了 上 述 定理 2, 并 
作 了 如 下 一 番 推 理 :首先 , 任 取 一 自然 数 m, 因 由 定理 2 而 知 必 有 mw, 而 C-W 剧 
场 至 少 可 有 m 十 1 个 座位 ,所 以 m 有 座位 ,因此 举 不 出 任何 一 个 无 座位 的 观众 来 ， 
既然 无 一 反例 可 言 ,当然 全 都 会 有 座位 . 

何况 还 可 用 数学 归纳 法 或 反 证 法 证 明 全 体 观众 都 有 座位 ,例如 用 反 证 法 证 明 
如 下 : 

证 明 ” 先 将 作为 观众 的 全 体 自然 数 由 小 到 大 排 成 自然 数 序列 : 

A 。 (1 2 3，…， 7 } ， 
从 而 为 一 良 序 集 . 再 反 设 入 中 存 有 在 Cauchy 剧场 中 没有 属于 自己 的 座位 的 自然 
数 , 现 令 S 表示 X 中 所 有 在 Cauchy 剧场 中 无 座位 的 自然 数 所 构成 的 集合 , 则 S 为 
) 的 子 集 , 由 熟知 定理 知 S 有 一 最 小 元 , 记 为 m, 因 mE S, 故 m 在 Cauchy 剧场 中 没 
有 属于 自己 的 座位 . 另 一 方面 ,由 Cauchy 剧场 的 结构 可 知 Cauchy 剧场 至 少 能 拥有 
m 十 1 个 座位 ,因此 m 必 有 座位 .矛盾 . 从 而 反 设 不 成 立 . 从 而 全 体 自然 数 在 Cauchy 
剧场 中 都 有 一 个 属于 自己 的 座位 . 

既然 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 ( 即 全 体 自 然 数 ) 在 Cauchy 剧场 中 都 各 有 一 个 属 
于 自己 的 座位 ,当然 可 以 各 就 各 位 地 同时 入 场 看 电影 了 . 为 之 , 乙 又 在 心中 作出 如 
下 第 二 个 重要 判断 ， 

CI)“ow 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 ” 完 全 可 以 同时 进入 Cauchy 剧场 看 
电影 . 

由 于 上 述 两 个 判断 (I 工 ) 和 ( 卫 ) 是 自 相 矛 盾 的 ,这 不 仅 使 得 这 次 要 在 Cauchy 剧 
场 中 举办 的 电影 招待 会 取消 而 不 了 了 之 . 而 且 更 令 人 不 安 的 是 :人 们 在 集合 论 中 所 
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公认 的 “存在 有 w 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 ” 这 一 结论 根本 不 能 成 立 . 或 者 
说 ,在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 所 确认 的 那个 恰 由 全 体 自然 数 所 构成 的 实 
无 限 刚性 集合 N = {x | n(x)} 是 一 个 自 相 矛盾 的 、 似 是 而 非 的 非 集 . 
今 设 G 为 近代 公理 集合 论 ZFC 框架 下 的 任何 一 个 可 数 无 穷 集合 , 则 G 中 一 切 元 
可 用 自然 数 去 编号 ,从 而 在 已 证 N = 二 《x | n(x)} 为 非 集 的 结论 下 ,可 以 直接 推 知 G 
为 自 相 矛盾 的 非 集 . 综 上 所 论 ,我 们 已 经 利用 上 述 Cauchy 剧场 现象 证 明了 下 述 定 理 . 
定理 下 ”古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 任何 一 个 可 数 集合 都 是 似是而非 的 
非 集 . 


3.6.3 超 穷 弹 性 集合 与 超 穷 Cauchy 剧场 


如 所 知 , 在 近代 数学 中 ,人 们 曾 把 基于 自然 数 系统 的 数学 归纳 法 推广 到 基于 超 
穷 序数 的 超 穷 归 纳 法 , 并 在 数学 推理 中 广 为 应 用 , 现在 我 们 也 把 上 面 陈述 的 
Cauchy 剧场 概念 加 以 推广 , 建立 一 个 超 穷 Cauchy 剧场 , 记 为 C-W-J , 现 设 A 
[wos] 为 一 不 可 数 的 由 超 穷 序数 编 成 的 良 序 集 ,并 且 可 元 55] 一 0 , 亦 就 是 将 不 可 
数 序数 集 A[iaas] 的 序数 记 为 9, 另 一 方面 ,在 素 朴 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 有 
如 下 两 条 熟知 的 定理 

定理 3 任何 一 个 良 序 集 A 不 能 与 A 的 任何 一 个 截 段 人. 相似 ,并 且 A 二 

定理 4 一 切 小 于 序数 a 的 序数 所 组 成 的 良 序 集 w, 的 序数 芭 , 就 是 序数 a, 即 

从 而 我 们 就 依 如 上 所 论 之 A[zw05] = 0 为 背景 ,建立 或 定义 超 穷 Cauchy 剧场 
的 概念 如 下 ， 

现 设 0 为 一 不 可 数 的 序数 , 则 一 切 小 于 序数 0 的 序数 可 以 组 成 一 个 良 序 集 , 记 


为 A[zw05] ,由 定理 5 知 A[w0s5] = 二 0 ,又 由 定理 4 知 ,对 A 中 任 一 序数 y, 总 用 < 
2 , 现 令 了 表示 ALzos] 中 的 可 以 任意 增 大 但 又 永远 小 于 2 的 序数 变量 ,于 是 我 们 
就 按 如 下 的 记 法 
C-WN-J :1 ,20 1 co . 2 

来 表示 我 们 所 要 建立 的 超 穷 Cauchy 剧场 ,该 C-W-J 的 两 条 基本 性 质 是 : 

(1) 其 中 7 是 一 序数 ,7 可 以 无 限制 地 增 大 ,并 且 不 论 了 是 一 个 有 前 邻 元 和 后 继 
元 的 非 极限 序数 ,还 是 一 个 没有 前 邻 元 的 极限 序数 ,有 如 ww，n.w? wa 等 ,我 
们 总 可 用 wy 十 1 的 方式 将 序数 7 增 大 , 若 将 C-W-j 中 的 序数 视 为 C-w-j 中 诸 座 位 
的 编号 的 话 , 则 对 任何 一 个 编号 为 了 的 座位 而 言 ,我 们 总 可 用 wy 十 1 的 方式 去 扩充 
C-W-J 的 座位 数 ,并 且 永 无 止境 . 

(2) 序 数 了 虽然 可 以 无 限制 地 增 大 ,但 却 永远 小 于 2 , 亦 即 恒 持 有 < 0 ,这 样 


@@% 108 


3.6 ”再 论 古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 中 之 无 穷 集 合 概念 的 矛盾 性 
的 规定 是 合理 的 ,因由 上 述 定理 4 和 5 知 有 
YE ALwos > 7 < 0). 
通常 我 们 也 称 前 述 基 于 自然 数 系统 的 Cauchy 剧场 C-W 为 狭义 Cauchy 剧场 ， 
而 称 上 述 超 穷 Cauchy 剧场 C-W-J 为 广义 Cauchy 剧场 , 若 用 弹性 集合 来 表示 , 则 
C-W 就 是 W 二 {x|n(x)) ,而 今 设 
OCr) 二 ga“ 为 一 序数 ”， 
则 上 述 C-W-J 亦 可 表示 为 超 穷 弹 性 集合 : 
O, 一 (zlOCzr) A rx 0). 
狭义 的 C-W 和 广义 的 CW-J 的 根本 区 别 在 于 C-W 中 不 存在 无 前 邻 元 的 极限 
序数 ,而 广义 的 C-W-J 中 却 存在 着 没有 前 邻 元 的 极限 序数 ,因而 其 中 包含 着 各 种 
不 同 层次 的 潜 无 限 的 进行 式 ( 广 going) 和 实 无 限 的 完成 式 (gone). 


3.6.4 ZFC 框架 下 的 超 穷 Cauchy 剧场 现象 


现在 让 我 们 首先 证 明 下 述 定理 : 

定理 个 ZFC 框架 下 的 任何 一 个 不 可 数 的 实 无 穷 集 合 都 是 自 相 了 矛盾 的 非 集 . 

证 明 设 A== {xz|p(zx)}) 为 ZFC 框 架 中 的 一 个 不 可 数 的 集合 ,由 于 ZFC 接受 
选择 公理 ,从 而 良 序 定理 成 立 , 亦 即 任何 非 空 集合 都 可 排 成 展 序 集 ,所 说 的 不 可 数 
集合 A = {zx| p(x)) 也 不 能 例外 . 为 之 ,我 们 先 将 A 编 成 良 序 集 ALwos] ,因为 
ALwos | 为 良 序 集 , 故 有 一 相应 的 序数 a , 即 ALrwwos」 二 a , 今 设 YE AlLwos] , 则 由 
3. 6. 3 中 所 引 之 定理 4 知 ,由 YY 所 产生 的 截 段 A,Lrwos 不 能 与 ALrwos ] 相似 ,并 且 
AyLvwos ] 有 一 序数 y, 即 AyLwosj] 二 7 ,而 且 7Y 过 a ( 仍 由 3.6.1 中 所 引 之 定理 1)， 
现 将 所 有 由 ALxwos ] 的 元 素 所 产生 之 截 段 的 序数 分 别 去 取代 ALwos 」 中 的 各 个 元 
素 , 从 而 得 到 一 个 由 Atwosj 所 产生 的 序数 集 ALzwos ,当然 ALwos | 与 ALzwos 
相似 ,从 而 我 们 可 有 ALwos = ALwosj」 = a ,并 有 如 下 结论 : 

V ny €E ALwos|—> < a). (Xx %) 

由 于 ALwosj 不 可 数 , 且 为 所 有 小 于 序数 a 的 序数 构成 的 良 序 集 ,由 3. 6. 3 中 
所 引 之 定理 5 知 ALwosj 二 a ,根据 3. 6. 3 中 所 建立 的 广义 Cauchy 剧场 概念 ,我 们 
首先 建立 一 个 相应 于 本 定理 的 下 述 超 穷 Cauchy 剧场 : 

C-W-J: {1 ,2 70 0 二 wn elL 9 CO。 10 
其 中 7 为 一 序数 ,7 可 以 无 限 增 大 ,但 却 永远 小 于 AL 元 o5 一 CQ , 亦 即 恒 有 7 C 。 我 
们 把 C-w-J 中 的 序数 视 为 C-W-j 中 的 座位 的 编号 ,从 而 一 方面 由 于 7 可 以 无 限制 
地 增 大 , 而 且 不 论 了 是 一 个 有 前 邻 元 的 非 极 限 序 数 , 还 是 一 个 无 前 邻 元 的 极限 序 
数 ,我 们 总 可 用 wy 十 1 的 方式 去 扩大 C-W-j 的 座位 数 . 另 一 方面 又 由 于 V ny € 
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第 3 章 数学 无 穷 与 数学 拔 础 ” 
A4[zosj 一 7<a) 而 明确 否定 7 能 增 大 达到 w , 亦 即 这 是 否定 完成 式 ( gone). 从 而 
知 有 如 下 结论 : 

C-W-J 永远 不 能 拥有 a 个 座位 . ( V) 

现在 我 们 就 在 C-W-J 中 举办 一 次 招待 ALwosj」 中 全 体 序数 的 电影 招待 会 ,于 
是 我 们 首先 有 如 下 结论 : 

不 可 能 让 ALzos] 的 所 有 序数 各 有 一 个 属于 自己 的 座位 地 同时 入 场 C-W-J 看 
电影 (因由 (V) 知 C-W-J 提供 不 了 a 个 座位 ), 或 设 P(y) = 二 a “7 在 C-W-J 中 拥有 一 
个 属于 自己 的 唯一 确定 的 座位 ”因此 ,本 结论 (1 ) 可 表示 为 

7Vnn€ Alwos|— p(n)). (1) 
否则 ,车 设 有 YK EALz6s] -> p( 力 ) , 则 因 A[aaag] 有 a 个 成 员 , 从 而 CN-J 
必需 拥有 a 个 座位 ,从 而 矛盾 于 上 文 结论 ( V). 

但 在 男 一 方面 ,对 于 每 一 个 &€ ALzwo3j ,由 于 过 a ,从 而 在 C-W-J 中 之 7 无 
限 增 大 的 情况 下 ,总 可 使 得 C-W-J 拥有 & 十 1 个 座位 ,不 论 & 是 极限 序数 还 是 非 极 
限 序数 ,C-W-J 拥有 & 十 1 个 座位 一 事 总 能 办 到 ,从 而 在 C-W-J 中 拥有 一 个 属于 
自己 的 唯一 确定 的 座位 , 亦 即 我 们 有 

Ey (rE ALwos -~z(C7))， 
由 于 在 经 典 二 值 逻辑 演算 中 规定 E = 二 7Y ,因此 E 与 V 可 以 互相 取代 ,从 而 上 式 就 是 
V n(n € ALwos | — pln)). ([) 

实际 上 ,([) 即 表示 对 于 ALwos」 中 的 所 有 序数 都 有 一 个 属于 自己 的 唯一 确 
定 的 座位 ,从 而 可 以 同时 进入 C-W-J 看 电影 ,上 述 (1) 和 (了 ) 是 互相 康 盾 的 . 从 而 
ALzwos 是 一 个 自 相 亨 盾 的 非 集 . 

男 一 方面 ,如 前 文 所 述 , 良 序 集 ALwos] 与 ALzwos] 具 有 相似 对 应 关系 ,并 有 


Al wo;s | 一 A|zwos | 一 CQ ， 因 之 ,我 们 可 按 ALrwos | 与 AlLvwos | 之 加 的 相似 对 应 规则 
了 以 及 在 规则 /下 的 相互 对 应 关系 ,将 ALwos 中 所 有 序数 给 良 序 集 ALwos ] 中 所 
有 的 元 素 相互 对 应 地 进行 编号 ,从 而 由 ALzos] 为 一 自 相 矛盾 的 非 集 推 知 良 序 集 
ALwos |] 也 是 一 个 自 相 下 盾 的 非 集 . 又 由 于 ALrwos jj] 不 过 是 将 A = {x | P(x)} 中 
所 有 元 素 重 新 编 序 而 获得 , 故 从 集合 的 角度 看 ,两 者 是 同一 个 集合 ,从 而 不 可 数 集 
合 A 二 {zx | P(x)} 为 一 自 相 耶 盾 的 非 集 . 


| 3.7 ”Cantor-Hilbert 对 角 线 方法 与 不 可 数 无 穷 集合 的 存在 性 


3.7.1 简要 回顾 


在 1.1 世 中 , 曾 对 运用 对 角 线 方法 证 明 实 数 集合 为 不 可 数 集合 一 事 作 过 一 些 
议论 ,但 在 传统 观念 框架 下 ,也 只 能 议论 议论 而 已 .但 在 3. 2 一 3. 6 节 的 思维 框架 
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3.7 ”Cantor-Hilbert 对 角 线 方法 与 不 可 数 无 穷 集合 的 存在 性 
下 ,就 能 用 严格 的 推理 方式 来 论述 这 件 事 了 . 
如 所 知 , 在 经 典 集合 论 中 ,运用 对 角 线 方法 去 证 明 实 数 集合 民 的 势 为 不 可 数 的 
过 程 如 下 :所 用 方法 是 反 证 法 , 亦 即 反 设 (0,1) 区 间 中 的 所 有 实数 构成 的 集 R 具有 
可 数 势 w( 见 3. 5. 1 节 注 卫 ), 从 而 可 用 自然 数 给 R 的 元 素 编 号 ,或 者 说 RR 与 自然 数 
集合 N 二 {x|z 为 自然 数 } 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 ,如 下 所 示 : 


N R 

1 所 一 > 0 一 0 Pi NA Pl P's Pp 
2 > 0, 一 0 Pai Pp», Da pb, 
3 < 一 > 0, 二 0 Dsl Py Pas ~ Ps 
六 > oO 一 0. Pn P,2 ， Pn et Drn 


现 构 造 一 个 实数 
0 = 0. pipz ps pr"， 
其 中 p; 二 pi; 十 1 , 当 pi 二 9 时 , 取 p; 一 0 ,在 这 里 ,0€ (0,1), 即 9 为 一 实数 是 
显然 的 ,为 一 方面 ,0 却 与 R 中 任 一 元 Gm 相 异 ,因为 9 与 Gn 有 一 个 有 穷 差 位 m , 即 
pm 关 pmn .既然 E60, (60, ER->9 尖 0 ) ,从 而 在 经 典 集合 论 中 就 等 同 于 有 V0, (0,, E€ 
R 一 0 天 0) .因为 关 令 E 二 “每 一 ”，Y = 二 “所 有 ”, 则 根据 全 称 量词 V 的 解读 约 
定 , 在 任何 场合 E 与 Y 可 以 互相 替换 . 因此 , 06 4 R. 可见 RR 并 没有 包括 (0,1) 中 的 
全 体 实数 ,矛盾 . 这 说 明 反 设 (0,1) 中 全 体 实数 所 构成 的 集 R 具有 可 数 势 一 事 不 成 
立 , 从 而 该 实数 集合 尺 二 {x|1xE(0,1) Azx 为 一 实数 ) 具 有 不 可 数 势 C. 


3.7.2 对 角 线 方法 与 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 


我 们 将 在 下 文中 指出 , 当 我 们 引入 弹性 集合 和 WY 二 {x|n(x)) 或 Cauchy 剧场 C- 
WNW 以 后 ,就 会 看 出 上 文 所 论 R 具有 不 可 数 势 C 的 证 明 过 程 是 靠不住 的 . 因为 在 经 
典 集合 论 中 有 所 谓 “ 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 ”, 即 设 有 二 实数 : 
0 -一 0 . pi pz p3°* pa ， 
8 一 人， pi ‘po pa ps, 
如 果 0 关 0 ,; 则 必须 3m(m 二 w A ps 关 pp。 ) ,反之 亦 然 . 亦 即 应 有 
OF0 i jm mw A pF pa), 
在 这 里 ， 
iff 一 ae“ 当 上 且 仅 当 ” 
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试看 上 述 运用 对 角 线 方法 往 证 (0,1) 中 全 体 实数 所 构成 的 集 RR 具有 不 可 数 舅 
的 过 程 ,我 们 判定 那个 构造 出 来 的 实数 

0 = 0. pi ps 力 pa*** 
与 刚性 集合 
R= {0 ,0, ,03,°"* ,0,,*"*} 
中 任 一 实数 
0; = 0. pa pppPa'*: 
为 相 异 实数 时 ,所 用 的 有 穷 差 位 正好 是 第 i 位 , 即 p; 关 pi; ,也 可 用 数学 归纳 法 证 明 : 
GK0i{ dili<w A pA pi), 

现任 选 尺 中 两 个 实数 0; 与 9; ,只 要 i 关 j ,那么 “判定 0 与 0 相 异 时 所 用 的 差 位 位 数 
i ”就 不 等 于 “判定 9 与 9; 相 异 时 所 用 的 差 位 位 数 7 ”. 从 而 我 们 有 如 下 结论 : 

用 以 判定 实数 9 与 R 中 的 实数 相 异 时 所 用 的 各 个 有 穷 差 位 是 两 两 相 寞 的 .( x ) 
亦 即 

0; 关 0 if 差 位 i(0 了 0 ;pi 关 pi) 关 差 位 7(0 关 0 ;pp; 2 pj;). 
由 于 实数 集合 
R= (0,0, 0, ,0,,***} 
中 有 ww 个 实数 ,从 而 所 谓 判定 实数 
0 = 0. pi pz pa pa 

与 R 中 所 有 实数 相 异 ,就 是 要 判定 9 与 R 中 之 w 个 实数 全 都 相 异 . 那么 根据 上 述 结 
论 (x ) 可 知 ,必需 要 有 ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 才能 判定 9 与 R 中 之 w 个 实数 全 
都 相 异 . 实际 上 ,在 有 穷 差 位 判别 原则 前 提 下 ,运用 上 述 对 角 线 方法 往 证 (0,1) 中 全 
体 实数 所 构成 之 集 RR 具 有 不 可 数 势 的 过 程 中 ,应 有 如 下 结论 : 

“判定 实数 9 与 R 中 所 设 之 w 个 实数 全 祁 相 异 "if 存在 有 w 个 两 两 相 异 的 有 
穷 差 位 ” 人 

现在 我 们 只 要 在 Cauchy 剧场 中 举办 一 次 专门 接待 上 述 “ ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 
差 位 ”的 电影 招待 会 ,就 会 知道 “存在 有 ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ”这 一 结论 是 不 能 
成 立 的 ,如 同 我 们 在 3. 6. 2 节 中 讨论 Cauchy 剧场 现象 时 一 样 , 亦 就 是 甲乙 两 位 守 
门人 所 获 致 的 共识 :“ 存 在 有 ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 序 数 ” 这 一 结论 不 能 成 立 . 从 而 由 
上 述 结论 (x* * ) 可 知 ,在 有 穷 差 位 判别 原则 前 提 下 ,运用 对 角 线 方法 往 证 实数 9 与 
实数 集 RR 中 之 w 个 实数 全 都 相 异 的 证 明 过 程 不 能 成 立 . 


3.7.3 ”对 角 线 方法 中 的 “每 一 "与 “所 有 ” 


在 这 里 应 注意 ,既然 “存在 有 ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ”这 一 结论 不 能 成 立 , 那 
么 由 上 上述 绪论 (* x ) 即 知 “ 判 定 实数 98 与 R 中 所 设 之 w 个 实数 都 相 异 ”的 结论 也 不 
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成 立 . 从 而 “实数 集合 R 中 所 有 的 实数 都 与 9 有 一 个 有 穷 差 位 ”这 一 断言 也 不 能 成 
立 . 然而 反 过 来 ,对 于 实数 集合 尺 中 的 每 一 或 任 一 实数 而 言 , 却 与 9 必定 有 一 个 有 
穷 差 位 ,这 就 是 说 ,我 们 虽然 有 
E 9.(0;, € R— ji(i<w A pAbi)), 
但 却 不 会 有 
VO.(0 ER— ji(i <w Ah pp; p;)). 
亦 即 若 令 谓 词 P 表示 :“R 中 某 个 实数 9; 与 实数 9 有 一 个 有 穷 差 位 i(p; 关 Pp;)”, 则 
由 上 上面 的 讨论 可 知 下 述 
E 0.(0; € R— P(rx))—>VY0(0 € R— P(z)) 
并 不 成 立 . 然而 下 述 
VY 0.(0 € R— P(x))—> Eb(0 € R— P(7)) 
在 任何 场合 总 是 成 立 的 . 

这 就 是 说 ,虽然 由 所 有 z 如 何如 何 总 能 推出 每 一 x 如 何如 何 , 但 是 反 过 来 ,由 
每 一 x 如 何如 何 就 未 必 总 能 推出 所 有 x 如何 如何 . 这 个 事实 说 明 ,经 典 二 值 逻 辑 中 
认定 “每 一 ”等 于 “所 有 ”( 即 E = V ) 的 思想 规定 ,在 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 
中 存在 严重 的 局 限 性 . 


3.7.4 一 点 注 记 


在 3.5.2 节 、3.6.2 节 和 下 文 之 3.9. 2 节 中 ,分 别 用 三 种 不 同 的 方法 往 证 恰 由 
全 体 自 然 数 构成 的 集合 NN 二 {xin(zx)} 和 目 然 数 4 序列 全 ,2,3,…,n,…) 的 不 相 容 
性 . 实际 上 ,其 不 相 容 性 之 更 深层 次 和 更 本 质 的 核心 推理 是 十 分 简单 明了 的 . 这 就 
是 着 上 腿 于 4 序列 的 势 , 因 为 有 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 , 则 如 下 所 示 : 
A: (1 2 3，……7 } 


oa 个 
这 是 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 (aci). 但 若 着 眼 于 1 序列 中 之 自然 数 的 数值 ,因为 
所 有 的 自然 数 都 是 有 穷 序 数 , 即 V,(zE NN 一 NN 二 w), 从 而 这 又 是 否定 完成 式 
(中 gone, 广 going) 的 潜 无 限 (poi). 这 表明 自然 数 序列 这 个 同一 个 研究 对 象 , 它 既 
是 肯定 完成 式 (gone), 又 是 否定 完成 式 ( 一 gone) ,也 就 是 gone 人 一 gone, 从 而 违背 
无 元 导 律 ”(AA 一 4). 由 此 突显 “ 存 有 w 个 两 两 相 异 的 有 限 序 数 ” 这 一 结论 根本 不 
成 立 . 
现在 我 们 来 看 本 节 所 论 对 角 线 方法 中 所 构造 出 来 的 那个 实数 
0 一 0. pi p2 pa: pa 
及 其 实数 可 数 序列 : 
R= (0 ,0,,0…… ,0,,*…}. 
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着 眼 于 判定 9 与 R 中 个 实数 全 部 相 异 所 需 之 差 位 的 个 数 ,因为 由 本 节 所 论 而 知 ， 
必须 有 w 个 两 两 相 异 的 差 位 ,从 而 如 下 所 示 : 

{0 关 Ol 0 天 ,0 天 03 天 吕 ，… |} 


个 两 两 相 异 的 差 位 

这 是 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 (aci). 再 着 眼 于 判定 6 与 R 中 之 0;(i 二 1,2,3,*…， 
n,…} 相 异 之 差 位 位 数 , 基 于 有 穷 差 位 判别 原则 之 要 求 而 有 VY;(i 为 差 位 位 数 一 i 一 
w). 这 却 是 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 潜 无 限 (poi). 这 表明 同一 个 推理 判断 过 程 既 是 
肯定 完成 式 (gone) ,又 是 否定 完成 式 ( 一 gone) , 亦 即 gone 人 一 gone, 这 与 无 矛盾 律 一 
(4AA 一 A) 背 反 . 从 而 同样 显示 六 存 有 个 两 两 相 异 的 有 和 穷 差 位 "这 一 绪论 根本 不 
成 了 

因此 , 只 要 基于 poi 关 aci 与 上 poiV aci 这 个 出 发 点 思考 问题 ,对 角 线 方法 与 有 
穷 差 位 判别 原则 只 能 判定 8 与 中 每 一 个 实数 相 异 ,因为 每 指定 一 个 实数 0 ,总 有 
i<w, 从 而 有 一 个 有 穷 差 位 .但 是 从 有 穷 差 位 判别 原则 出 发 ,对 角 线 方法 不 能 判定 6 
与 RR 中 所 有 实数 全 部 相 异 . 

另 一 方面 ,如 果 基 于 Cantor 的 古典 集合 论 和 Zermelo 之 近代 公理 集合 论 这 个 
出 发 点 ,由 于 二 值 逻 辑 演 算 中 规定 全 称 量词 Y , 既 可 解读 为 “所 有 ”, 又 可 解读 为 “每 
一 ”, 从 而 认为 对 角 线 方法 无 懈 可 击 . 可 异 “ 每 一 ”等 于 "所 有 ?的 思想 规定 已 经 在 逻 
辑 推理 层面 上 隐 性 地 埋 下 了 混 消 实 无 限 (aci) 和 潜 无 限 (poi) 的 祸根 ,也 就 是 隐 性 地 
混 消 了 肯定 完成 式 (gone) 与 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 永远 是 进行 式 (f-going) ,所 以 
基于 历史 发 展 的 角度 思考 问题 ,所 谓 Cantor-Hilbert 对 角 线 方法 无 懈 可 击 之 说 终 
究 是 不 足 取 的 . 对 此 读者 只 要 阅读 本 书 下 文 4. 2. 2 节 中 关于 如 何 修正 二 值 逻 辑 演 
算 的 相关 内 容 就 会 明白 道理 所 在 . 


在 1.3 节 中 , 曾 论 及 由 Berkeley 悖 论 所 引发 的 数学 第 二 次 危机 ,以 及 由 极限 论 
的 建立 而 使 危机 解除 等 内 容 , 但 在 本 节 中 将 在 兼容 两 种 无 穷 观 和 poi 天 aci 的 分 析 
方法 下 ,重新 讨论 数学 第 二 次 危机 的 问题 . 又 为 便于 读者 一 气 呵 成 地 阅读 本 节 内 
容 , 我 们 不 惜 略 有 内 容 复述 之 嫌 , 在 此 仍 将 从 Berkeley 悖 论 讲 起 . 


3.8.1 微 积分 与 极限 论 的 简要 历史 回顾 


17 世纪 和 整个 18 世纪 , 由 于 微 积 分 理论 的 诞生 及 其 在 各 个 领域 里 的 广泛 应 
用 ,向 积分 理论 得 到 了 飞速 的 发 展 , 然 而 当时 的 微 积 分 理论 却 建立 在 含混 不 清 的 无 
穷 小 概念 上 ,由 于 没有 一 个 牢固 的 理论 基础 而 遭 到 了 各 方面 的 非 难 . 其 中 最 为 核心 
的 非 难 可 归结 为 着 名 的 Berkeley 悖 论 : 今 以 求 取 自由 落体 to 时 刻 的 瞬时 速度 为 例 


@@ 114 


3.8 分 析 基 础 中 的 无 穷 观 问题 


人 


说 明 如 下 :大 家 都 熟悉 自由 落体 的 距离 公式 S 一 三 gt? , 当 1 一 时, 下降 距离 为 S。 


二 十 gt$ , 当 1 一 i 十 时, 下降 距离 为 S 十 L 一 去 g (4 十 h)? ,这 表明 落体 在 各 
内 所 下 降 的 距离 为 (图 3. 4): 
— 坟 g(to th)?— 


=5g(1 十 /2 一 六 8 


=58C2to thh. 
从 而 落体 在 疡 秒 内 下 落 的 平均 速度 为 图 3.4 
1 
二 g(2to 十 有 )h 
VL gl 


显然 ,当时 间 的 间 际 疡 越 小 时 ,平均 速度 就 与 上 一 加 时 的 点 速度 越 接 近 , 但 不 论 
六 多 人 么 小 ,只 要 天 天 0 , 则 平均 速度 就 不 等 于 上 一 如 时 的 点 速度 ， 疡 一 0 时 ,就 已 


没有 距离 的 改变 ,从 而 了 = 二 = gto 十 亏 钠 就 变 成 了 无 意义 的 ,也 就 无 法 求 得 


1 一 加 时 的 点 速度 . 
Newton 和 Leibniz 也 曾 为 要 摆脱 此 困境 Oe 种 种 解释 : 


(DD 训 是 无 鹤 小 ,家 h 关 0, 座 而 二 一 也有 意义, 并 可 化 为 上 一 


gto 十 却 矶 ,但 无 穷 小 量 与 大 于 0 的 有 限量 相 比 可 以 忽略 不 计 , 于 是 可 将 方 抽 于 
掉 ,使 得 gto 十 sh 变 为 gt。, 这 就 是 落体 在 1 二 如 时 的 点 速度 , 亦 即 V | 二 gt 


F862 +h)h | 
TT 一 gto t+F2h 的 最 后 比 是 gi。 ;这 就 是 ! 一 加 时 


(2) 又 说 二 一 
的 点 速度 ， 

(3) 说 区 一 go 十 考 胀 的 极限 是 gt . 

(4) 牛 顿 和 Leibniz 又 解释 说 : 当 h->0 时, 既 不 在 变 为 0 之 前 ,也 不 在 变 为 
0 之 后 ,正好 在 h 变 为 0 时 , 瑟 一 gto 十 六 把 的 值 是 gto 

以 上 种 种 说 法 ,都 不 能 使 人们 满意 地 认为 已 经 解决 了 如 下 的 矛盾 ， 
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人 2 为 要 使 着 有 意义 ,必须 0; 


(B) 为 要 求 得 落体 在 i 二 to 时 的 点 速度 是 gt ,又 必须 /一 0. 

在 同一 个 问题 的 求解 过 程 中 的 同一 个 量 h ,何以 能 既 不 等 于 0, 同时 又 等 于 0 
呢 ? 这 就 是 数学 史上 所 说 的 Berkeley 那 论 . 

Kline 在 《古今 数学 思想 ) 第 一 卷 中 指出 ;时 数 被 当做 y 与 zx 消失 了 的 增 量 之 
比 , 即 dy 与 dz 之 比 , Berkeley 说 它们 既 不 是 有 限量 ,也 不 是 无 穷 小 量 ,但 也 不 是 
无 ,这 些 变 化 率 只 不 过 是 消失 了 的 量 的 鬼魂 -1°. 

数学 史上 把 18 世纪 微 积 分 诞生 以 来 在 数学 界 出 现 的 混乱 局 面 称 为 数学 的 第 
二 次 危机 . 

基于 如 上 的 局 面 ,就 不 能 不 迫使 数学 家 们 认真 对 待 这 个 Berkeley 悖 论 ,借以 解 
除数 学 的 第 二 次 危机 ,这 就 直接 导致 了 微 积 分 的 Cauchy-Weierstrass 时 代 ,Cauchy 
详细 而 系统 地 发 展 了 极限 论 , 戴 德 金 (Dedekind) 在 实数 论 的 基础 上 证 明了 极限 论 
的 基本 定理 ,Cantor 与 Weierstrass 都 投入 了 为 微 积分 英 定 理论 基础 的 工作 ,发 展 
了 e-NN 和 e -6 方法 , 避 开 了 实体 无 限 小 和 实体 无 限 大 的 概念 的 设想 和 使 用 ,这 就 
是 今天 的 数学 分 析 . 


3.8.2 简 记 与 注释 


一 组 简 记 :在 3. 2. 1 节 中 ,在 引进 简 记 符号 之 后 给 出 了 洪 无 限 (poi) 和 实 无 限 
(aci) 的 描述 性 定义 ,并 给 出 了 简 记 符号 "人 > “T 2 “二 ?的 名 称 和 解读 方式 . 在 这 
里 ,我 们 将 根据 本 节 的 数学 背景 和 具体 模型 ,选取 其 中 相 适 应 的 解读 方式 ,并 在 此 
基础 上 青 组 合成 一 组 简 记 及 其 解读 方式 (参阅 3. 5. 1 节 中 相关 内 容 ) 如 下 : 

a 个 5b 二 “变量 a 无 限 趋 近 于 极限 2 ”， 

a Tb 二 a“ 变 量 a 达到 极限 5 ”， 

a 二 5 二 x“ 变量 a 永远 达 不 到 极限 5”， 

a 人 5 A aT5b 二 “变量 4 无限 趋 近 于 极限 5 并 且 达 到 极限 5 ”， 

a 人 5b 人 a 下 6b = 二 a“ 变 量 a 无 限 趋 近 于 极限 5 并 且 永 远 达 不 到 极限 5 ”. 

定义 1 如 果 我 们 有 a^5 和 A a TT 5 , 则 称 变 量 a 以 实 无 限 方式 趋向 极限 6 
(gone); 

定义 2 ”如果 我 们 有 a 和 5 人 a 下 5 , 则 称 变量 a 以 潜 元 限 方式 趋向 极限 
bl gone, f/f-going). 

对 任意 的 变量 a ,要 么 以 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 5 ,要 么 以 潜 无 限 方式 趋向 
它 的 极限 2 (参见 本 市 末 之 注 ). 

此 外 ,极限 表达 式 通 常 是 指 带 有 极限 符号 Lim 的 等 式 , 有 如 : Limf(zx) 一 


3.8 分析 基础 中 的 无 穷 观 问题 


~ 一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 下 站 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 上 二 一 一 二 一 一 一 一 一 ~- 一 一 一 一 一 一 -上 ar 一 一 -一 一- 


A(O0，ow) ， Lim/f(z) = A(0, w),， Limj (x) 二 A(0, w) 等 等 ,极限 表达 式 中 的 两 组 
变量 是 : x 一 xo 和 f(z) 一 A , 特 称 位 于 极限 符号 下 方 的 那 组 自 变量 zx 一 zo 为 第 一 
变量 ,而 称 另 一 组 应 变量 f(x) 一 A 为 第 二 变量 . 

注 ”在 这 里 应 注意 ,无 论 是 a 人 5A a 和 Tb 还 是 a 和 5 人 a 下 6 ,两 者 的 共同 之 处 
在 于 都 有 ca + 2 .两 者 的 不 相 容 之 处 在 于 肯定 完成 式 ec 下 2 〈gone) 和 否定 完成 式 a 
二 6 (一 gone,/-going). 但 在 极限 论 中 基于 s-G 和 e -NN 方法 的 相关 极限 的 定义 并 
不 涉及 和 区 分 a。 Tb 和 a 干 一 类 概念 ,或 者 说 统一 立足 于 a 和 6 , 亦 即 只 考虑 变量 
无 限 趋 近 于 它 的 极限 就 可 以 了 ,至 于 a Tb， 或 a 二 6 则 不 予 过 问 , 事 实 上 ,两 种 趋 近 
于 极限 的 方式 都 有 一 个 共同 点 , 即 a 人 5. 这 对 e-6 和 e -NN 方法 下 的 极限 定义 已 经 
够 了 .但 现在 我 们 却 要 在 极限 论 中 引入 变量 以 实 无 限 方 式 趋 近 于 它 的 极限 这 一 类 
观念 ,并 明确 区 分 变量 趋向 它 的 极限 的 实 无 限 方式 和 潜 无 限 方 式 . 须知 在 极限 论 中 
探索 和 人 研究 问题 时 ,运用 这 种 兼容 潜 无 限 和 实 无 限 的 思维 方式 和 分 析 方 法 ,以 及 确 
认 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 (poi 关 aci) 的 思想 规定 ,都 是 有 其 合理 性 根据 的 . 因为 我 们 
已 在 3. 3 节 中 得 到 结论 :兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 和 分 析 方 法 为 近 现代 数学 及 
其 理论 基础 本 里 所 固有 ,特别 是 为 极限 论 自 号 所 固有 . 其 次 又 在 3. 4. 2 节 中 获 有 结 
论 : 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 (poi 关 aci) 的 思想 规定 也 是 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 自身 
所 固有 . 因此 ,在 极限 论 中 引入 变量 以 实 无 限 方式 趋 近 于 它 的 极限 这 一 类 概念 ,并 
明确 区 分 变量 趋向 它 的 极限 的 实 无 限 方式 和 潜 无 限 方式 等 等 ,都 不 是 人 们 外 加 到 
极限 论 中 , 而 是 其 自身 所 固有 的 思维 方式 和 分 析 方 法 . 


3.8.3 关于 极限 表达 式 的 可 定义 与 可 实现 概念 
通常 对 于 极限 表达 式 Limf(x)=A 中 的 第 一 变量 x 一 zo 而 言 ;如果 变量 x 以 


实 无 限 方 式 趋 向 它 的 极限 xo 将 导致 巴 盾 ( 亦 即 zxo。 A xTxo 目 B ,一 B ) 的 话 ， 
则 变量 x 就 必需 以 潜 无 限 方式 趋向 于 它 的 极限 zx。( 亦 即 必 和 需 是 x 和 4x。A x 二 xo ). 


例 1 对 于 极限 表达 式 Lim 一 一 而 言 ,如 果 z 人 0 人 xz 丁 0 , 则 必 将 导致 了 
盾 , 因 为 +T 0 表明 将 会 出 现 =- 0 ,但 数学 上 规定 0 不 能 做 为 分 母 ,所 以 x 丁 0 表 
明 函 数 二 将 在 最 后 走向 无 意义 而 不 是 w ,事实 上 函数 上 在 x 二 0 处 无 定义 ,总 之 


极限 表达 式 Lim 二 二 中 的 第 一 变量 zx -> 0 ,其 中 变量 x 只 能 以 潜 无 限 方式 趋向 
它 的 极限 0, 亦 即 只 有 zx 个 0 A < 干 0 而 不 允许 有 zf 0 A xzT0， 
例 2 对 于 极限 表达 式 Lim 一 一 0 中 的 第 一 变量 zw 而 言 ,如 果 出 现 no 
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Az2Tw，, 则 表明 将 有 7 一 w 的 出 现 , 但 数学 上 规定 所 有 的 自然 数 都 是 有 限 序数 , 亦 
即 Yrxlx EN 一 工 过 w) ,所 以 根本 不 允许 有 7 = o 的 出 现 . 为 之 极限 表达 式 中 的 
第 一 变量 n 一 w ,其 中 变量 必须 以 潜 无 限 方式 趋向 它 的 极限 ww , 亦 即 只 有 2 fw 
人 7 不 ww ;不 允许 出 现 n 人 hw A nTw. 

定义 3 设 有 极限 表达 式 Lim/f x) 二 A, f(z) 在 zo 处 有 定义 , 且 满 足 如 下 条 
件 : 

(1) x+z AZzTzoy f(x)hAA fz)TA, 即 xz 和 f(x) 均 以 实 无 限 方式 
趋 近 于 它 的 极限 ; 

(2) f(x) = Aiffx = zxo, 

则 称 该 极限 表达 式 是 “ 既 可 定义 且 可 实现 的 ”, 简 称 为 可 实现 的 ,否则 (例如 : 
ZX 个 xz。A XTx。 上 -B, 一 B 等 等 ) 就 称 该 极限 表达 式 是 “只 可 定义 但 不 可 实现 的 ”， 
简称 为 不 可 实现 的 . 

[八重 要 结论 :任何 一 个 可 定义 的 极限 表达 式 要 么 是 可 实现 的 ,要 么 是 不 可 实 
现 的 (参见 3. 8. 5 节 之 注 记 ). 

关于 可 定义 且 可 实现 的 极限 表达 式 的 例子 有 如 : 

例 3 JIo6aueBckn¥ 郴 数 是 L0, 十 cej 上 的 一 个 连续 函数 ,如 图 3. 5 所 示 . 


图 3.5 


其 中 xz 的 长 度 叫 做 平行 距 ， Za 叫做 平行 角 ,其 中 平行 角 e 随 着 二 的 变 大 而 变 
小 , 随 着 z 的 变 小 而 变 大 ,因此 平行 角 a 一 x(x) 是 平行 距 z 的 函数 , 且 有 如 下 极限 
表达 式 : 


Lim( x) 一 7 ， Limx(z) 一 0. 
在 上 述 极限 表达 式 中 ,x(zx) 在 zx==0 处 有 定义 , 且 满 足 条 件 : 


(1) zf+0AzTOrGz) 不 ArCz)T 公 ， 
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ar 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 = 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 二 


(2) x(Xx) = 了 iffx =0. 


由 定义 知 极限 表达 式 Limx(z) = -? 是 可 实现 的 ， 


例 4 设 有 极限 表达 式 Limaz 一 a Limzx 二 a*0 二 0 ,其 中 昂 数 f(x) 一 工 在 
ZX 二 0 处 有 定义 , 且 满 足 条 件 : 

(1)z 0AzTO, fxr) 40A fr)TO, 

(2) X= f(x)=01Hzxr=0, 
所 以 该 极限 表达 式 是 可 实现 的 . 

关于 只 可 和 定义 而 不 可 实现 的 极限 表达 式 的 例子 有 如 : 

例 5 对 于 极限 表达 式 Limn 一 w 而 言 ,由 于 数学 中 明文 规定 Vz(n E N -~ 
n <<o) ,所 以 奉 设 有 nn 个 w 人 n 征 w ,; 则 必 将 出 现 n 二 w 而 矛盾 于 nn < w 的 规定 , 所 
以 只 有 nw A 2 二 ww ,所 以 该 极限 表达 式 是 不 可 实现 的 . 

例 6 对 于 极限 表达 式 LimAy 一 仿 二 A 而 言 ,由 于 数学 上 规定 全 没有 意义 ， 


Ay 


所 以 车 设 Ar40 人 ArT0 和 Ay 人 0 人 AyT0 , 则 将 使 Lim AY 走向 无 意义 ,所 以 


该 极限 表达 式 也 是 不 可 实现 的 . 
此 外 ,前 文 所 述 例 1 和 例 2 中 的 极限 表达 式 Lim 二 一 和 Lim 二 二 0 也 都 是 

不 可 实现 的 . 

3.8.4 ”分析 基础 中 的 新 Berkeley 悖 论 


现在 我 们 要 重新 审视 一 下 当今 极限 论 中 如 何 求 取 自由 落体 在 t == to 时 的 点 速 
度 的 过 程 , 如 所 知 , 这 一 过 程 最 终 由 下 述 极限 表达 式 解决 问题 : 


AS _ 1 
V | 一。 一 Lim Ar 一 Lim( gto 十 2 8At) 
— gto + 方 & LimAt 
一 站 
] 
一 gto 十 8 "0 
一 gto 十 0 
一 gto. (x) 


应 该 说 ,在 现 有 极限 论 所 固有 的 思维 方式 下 , 亦 即 对 于 变量 a 和 它 的 极限 5 之 
间 的 关系 ,有 且 仅 有 a 6 这 层 关 系 ,特别 是 拒绝 涉及 和 考虑 a Tb 还 是 a 干 8 一 类 
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第 3 章 数 天 5 数学 三 
观念 的 情况 下 ,上 述 求 取 i 二 to 时 的 点 速度 的 极限 表达 式 (* ) 也 可 认为 无 可 厚 非 ， 
特别 是 在 古典 分 析 当 时 的 思维 方式 下 ,极限 论 也 可 以 算是 自圆其说 的 (参见 3. 8. 5 
节 之 注 记 ). 然而 当 我 们 在 现 有 极限 论 中 引入 变量 趋向 它 的 极限 的 实 无 限 方 式 和 潜 
无 限 方式 (a 人 5 和 a 和 5 和 a 个 5 A a 环 6 ) 之 后 ,将 会 出 现 新 的 异常 情况 , 现 讨论 如 
下 : 

上 述 极限 表达 式 (* ) 是 由 下 述 两 个 核心 的 极限 表达 式 合成 的 : 


AS _ 

im At ~ 8 (1) 
LimAt = 0. (2) 
A—*0 


而 且 极 限 表达 式 (1) 和 (C2) 中 的 第 一 变量 At -> 0 是 完全 相同 的 ,但 由 前 文 例 6 
可 知 极限 表达 式 (1) 是 不 可 实现 的 ,因此 必 有 At 人 0 A At 二 0 , 亦 即 变量 At 必 按 洪 
无 限 方式 趋向 它 的 极限 0 ,又 由 前 文 例 4 可 知 上 述 极限 表达 式 (2) 是 可 实现 的 , 因 
此 必 有 Arf+0 A AT0 , 亦 即 变量 A: 必 按 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0 ,因此 我 们 
不 禁 要 问 :对 于 同一 个 问题 的 同一 个 求解 过 程 中 的 同一 个 变量 A 一 0 ,为 什么 允 


许 AtT0 和 At 王 0 同时 出 现 ? 这 岂 不 是 为 使 Lim 全 = gt。 有 意义 ,我 们 就 说 
At+ 0 A At 下 0 , 即 让 A 按 潜 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0 ;反之 ,为 了 使 得 也 g Limar 


= 方 g .0 我 们 又 说 Atf 0 人 AtT0 , 即 让 At 按 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0 ,此 等 
说 理 难以 令 人 满意 . 那么 试问 能 否 统一 规定 At 以 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0? 这 
是 不 可 能 的 ,因为 这 样 一 来 必 有 AL T 0 ,从 而 Lim 全 = gt。 将 导致 无 意义 的 ， 
那么 能 否 统一 规定 At 以 潜 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0 ,这 也 是 不 可 能 的 ,因为 在 
Azf 0 人 At 下 0 的 情况 下 ,必然 导致 极限 表达 式 LimAt = 0 是 不 可 实现 的 . 然而 我 
们 在 前 文 例 4 中 已 知 极限 表达 式 LimAt = 0 是 可 以 实现 的 ,又 由 前 文 重要 结论 
[人 J] 所 示 ,任何 一 个 极限 表达 式 要 么 是 可 实现 的 ,要 么 是 不 可 实现 的 , 亦 即 没有 这 
样 的 极限 表达 式 , 它 既是 可 实现 的 又 是 不 可 实现 的 . 极限 表达 式 LimAt = 0 当然 也 
不 得 例外 (参见 3. 8. 5 节 之 注 记 ). 总 之 ,在 极限 论 中 明确 引入 变量 趋向 其 极限 的 实 
无 限 方式 和 潜 无 限 方式 后 ,在 上 述 求 取 自 由 落体 在 = tm 时 的 点 速度 的 过 程 中 ,对 
于 变量 At 趋向 它 的 极限 0 的 上 述 种 种 说 法 ,都 是 说 不 通 的 . 

以 上 的 讨论 表明 ,只 要 在 极限 论 中 明确 引入 和 区 分 变量 趋向 它 的 极限 的 实 无 
限 方式 和 潜 无 限 方式 ,那么 Berkeley 悖 论 的 阴影 并 没有 在 极限 论 中 真正 消失 ， 

3. 3 节 中 已 经 明确 指出 , 微 积分 与 极限 论 本 身 就 已 采纳 了 兼容 两 种 无 穷 观 的 
思维 方式 . 又 3. 4. 2 节 中 明确 指出 : 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 Cpoi 关 aci) 的 思想 规定 也 
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3.8 分 析 基 础 中 的 无 穷 观 问题 
是 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 自身 所 固有 . 因 之 ,我 们 在 上 文中 采纳 兼容 两 种 无 穷 观 
的 思维 方式 去 分 析 讨论 极限 论 中 的 问题 ,应 该 说 是 顺理成章 之 事 . 相反 地 ,在 茶 个 
理论 系统 中 ,一 方面 为 了 自身 的 存在 和 发 展 而 采纳 兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 ,为 
一 方面 , 却 为 了 掩盖 矛盾 又 拒绝 采纳 兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 去 分 析 问 题 , 则 可 
谓 太 无 道理 . 


3.8.5 注 记 之 (一 ) 


3. 2. 2 节 是 在 近 现 代数 学 系统 或 框架 外 论述 并 有 结论 : 湾 无 限 (poi) 与 实 无 限 
(aci) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 关 系 ( 卫 ,一 已 ), 从 而 有 上 poiV aci. 3. 4. 2 节 是 在 近 现 代 
数学 系统 或 框架 内 论述 并 有 结论 :poi 关 aci 和 上 -poiV aci, 所 以 如 上 结论 为 近 现 代数 
学 系统 自身 所 固有 ,并 非 外 加 进去 的 思想 规定 . 

正 因为 实 无 限 (Caci) 是 肯定 完成 式 (gone), 而 潜 无 限 (poi) 是 否定 完成 式 ( 一 
gone,/-going), 所 以 在 一 个 系统 内 兼容 潜 无 限 (po0) 与 实 无 限 (aci) 并 不 引起 刻 盾 ， 
但 在 系统 内 决 不 允许 有 什么 事物 概念 其 或 研究 对 象 既是 潜 无 限 (poi) 又 是 实 无 限 
(aci) ,否则 必 将 导致 gone 人 一 gone, 进 而 违背 无 矛盾 律 上 一 (4 A 一 A) . 同样 在 极 
限 论 中 ,兼容 变量 趋向 其 极限 的 潜 无 限 (poi) 方 式 和 实 无 限 (aci) 方 式 是 不 致 引起 了 予 
盾 的 ,但 在 极限 论 中 不 能 允许 某 个 变量 zx 趋向 其 极限 ro, 既 以 肯定 完成 式 (gone) 
的 实 无 限 方式 (zf+ ze AZzTzo, 即 |z 一 zo|=0) ,同时 又 以 否定 完成 式 (一 gone) 
的 潜 无 限 方式 (zf zz 人 Az 干 xzo, 即 |z 一 za >0) 之 类 的 情况 出 现 , 否 则 同样 引起 达 
到 (本) 与 水 不 可 达 ( 趟 ) 并 存 ( 和 A 干 ), 也 就 是 goneA 一 gone 而 违背 无 矛盾 律 上 一 (A 
入 一 4). 

对 于 3. 8.3 万 中 之 例 1、 例 2、 例 5 和 例 6 中 所 涉及 的 变量 趋向 其 极限 的 方式 ， 
都 采用 了 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 潜 无 限 方式 (zf+z A x 二 xo; 即 ix 一 zo| 守 0). 
在 这 里 ,通常 不 会 去 设想 它们 同时 也 可 采用 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 
(x 人 xo AzTxzo, 即 |z 一 zol= 0) ,因为 这 将 明显 导致 系统 的 不 相 容 性 . 但 对 
3. 8. 3 节 中 之 例 3 和 例 4 而 言 , 由 于 所 涉及 之 变量 趋向 其 极限 的 方式 , 均 已 满足 了 
定义 3 的 相关 条 件 , 从 而 采用 了 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 (zf zo AZzTzo， 
即 |xz 一 xo| 二 0). 但 在 这 里 却 容易 误 认为 它们 也 可 采用 否定 完成 式 (一 gone) 的 洪 
无 限 方 式 (zf+zo AZz 王 zo* 即 |z 一 zo| >0). 因为 不 论 采 用 潜 无 限 方式 或 实 无 限 
方式 ( 即 |zx 一 zo| 守 0, 或 |x 一 xo| 二 0) ,反正 整个 极限 表达 式 的 极限 值 不 发 生变 
化 ,应 当 指 出 ,这 里 有 两 种 不 同 的 思想 规定 或 两 种 不 同 的 出 发 点 : 

一) 基于 古典 分 析 的 出 发 点 ; 

(二 ) 基 于 贯彻 aci 关 poi 与 HaciV poi 的 出 发 点 . 

如 果 基 于 上 述 古 典 分 析 之 出 发 点 (一 ) ,那么 对 于 一 个 变量 zx 趋向 其 极限 点 x。 
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第 3 章 数学 无 穷 与 数学 基础 ” 
而 言 , 既 可 采用 实 无 限 方 式 (zf+ ze 人 zTxzo, 即 |z 一 zo| 王 0) ,同时 也 可 采用 潜 无 
限 方式 (x 个 xo。A x 下 xo; 即 |x 一 zo| 之 0), 因 为 在 那里 zz 与 其 极限 的 关系 只 有 
工人 xzo 这 一 层 关系 ,并 不 考虑 zx Txo 和 之 下 xo 一 类 观念 ,所 以 3. 8. 4 节 中 曾 亦 指 
出 ,在 此 古典 分 析 的 思想 规定 下 , “上述 求 取 t= 时 的 点 速度 的 极限 表达 (x ) 也 可 
认为 无 可 厚 非 ,特别 是 在 古典 分 析 当 时 的 思维 方式 下 ,极限 论 也 可 以 算是 自圆其说 
的 . ”然而 当 我 们 基于 上 述 贯 彻 aci 关 poi 和 FaciV poi 的 出 发 点 (二 ) 时 ,对 于 一 个 变 
量 x 趋向 其 极限 点 zo 而 言 ,就 决 不 允许 既 采 用 实 无 限 方式 (x 人 x。A x 十 xo， 即 
1x 一 zo | 二 0) ,同时 又 采用 潜 无 限 方式 (x 和 xo 人 x 二 Zo; 即 |zx 一 zo| 之 0). 否则 
必 将 导致 gone 人 一 gone 而 违背 无 矛盾 律 FF 一 (goneA 一 gone) 的 后 果 . 因为 上 述 出 
发 点 (二 ) 告 诉 我 们 ,在 以 二 值 逻辑 演算 为 推理 工具 的 ZFC 框架 内 poi( 一 gone) 与 
aci(gone) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 关 系 . 

如 所 知 , 我 们 曾 在 3. 2. 2 节 中 讨论 过 ,在 财 区 间 La,o 内 ,变量 z 以 实 无 限 方 式 
趋向 它 的 极限 点 5, 即 x 个 5 人 x T5 .但 在 开 区 间 a(,)6 内 ,变量 xz 以 潜 无 限 方式 趋 
向 它 的 极限 点 5, 即 z 人 45 和 x 干 6 .我 们 既 不 允许 在 闭 区 间 [La,65j 内 同时 又 有 变量 
以 潜 无 限 方式 趋向 其 极限 点 0, 这 不 仅 是 zxT2 和 x 下 65( 即 gone 与 一 gone) 不 能 同 
时 成 立 的 问题 , 而且 事 实 上 ,我 们 不 能 想象 变量 x 在 团 区 间 La,5j 内 ,永远 达 不 到 
(going, 一 gone) 极 限 点 5, 也 不 能 想象 变量 xz 在 开 区 间 a(,)6 内 能 达到 (gone) 极 
限 点 5. 除非 存在 着 这 样 的 区 间 , 它 既是 闭 区 间 同 时 又 是 开 区 间 , 但 这 是 不 可 能 的 . 

现任 给 一 个 极限 表达 式 Limf/(zx) 一 A , 若 Az) 在 z 点 有 定义 , 则 第 一 变量 


将 以 实 无 限 方式 趋向 其 极限 点 xo, 即 x 个 x。A x 和 xo ,此 时 我 们 就 不 能 同时 再 设 变 
量 x 以 潜 无 限 方式 趋 回 其 极限 点 xo ,否则 将 导致 一 个 极限 表达 式 中 之 第 一 变量 z 
趋向 其 极限 点 xz。 的 实 无 限 方式 与 潜 无 限 方式 并 存 , 亦 即将 出 现 gone 人 一 gone 与 x 
下 Xo。 A 二 Xo 的 矛盾 式 . 事实 上 在 f(x) 在 zo 点 有 定义 的 前 提 下 ,也 想象 不 出 来 变 
Z 永 不 可 达 zo 的 情况 . 3. 8. 3 节 中 之 例 4, 即 极限 表达 式 Lmazr 一 0 就 是 这 种 情 
形 . 现 再 设 极限 表 达 式 Lm/ (x) 二 A 中 之 肾 数 f(r) 在 工 处 没有 定义 , 则 变量 xz 将 
以 潜 无 限 方 式 趋 同 其 极限 点 zo, 即 zx 个 x。A x 二 xo. 在 此 也 不 允许 同时 再 设 变量 x 
以 实 无 限 方 式 趋向 其 极限 点 zo, 即 zz AZTxzo 因 为 这 也 将 导致 gone 人 一 gone 
与 zxT ze 作文 下 xo 的 矛盾 式 . 事实 上 此 时 亦 无 法 去 想象 变量 x 能 达到 zo 的 情形 . 例 


如 3.8. 3 节 中 例 1 的 极限 表达 式 Lim 二 一 w 就 是 这 种 情形 . 任 一 极限 表达 式 
Lim/(zx) 二 A 中 之 卫 数 f(x) 在 zo 点 要 么 是 有 定义 的 ,要 么 是 没有 定义 的 . 不 存在 
这 样 的 极限 表达 式 Limf(z) 一 A ,其 中 的 函数 /(z) 在 刀 点 既是 有 定义 的 ,同时 又 
是 没有 定义 的 ,所 以 一 个 区 间 内 的 变量 z 趋向 其 极限 点 的 方式 是 唯一 确定 的 , 司 
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3.8 分 析 基 础 中 的 无 穷 观 问题 

样 一 个 极限 表达 式 中 的 第 一 变量 x 趋向 某 极 限 点 zo 的 方式 也 是 唯一 确定 的 . 所 请 
唯一 确定 , 就 是 指 要 么 以 实 无 限 方式 (gone), 要 么 以 浒 无 限 方式 (J/-going， 
一 gone). 否则 必 将 导致 goneA 一 gone 的 矛盾 式 . 

那么 就 具体 地 针对 3. 8. 3 节 中 之 例 4 而 言 , 既 已 知道 极限 表达 式 Limar 满足 
可 实现 定义 3, 从 而 已 知 变量 x 趋向 其 极限 点 0 采用 了 实 无 限 方式 (zf 人 xz 人 并 
Zzo* 即 jz 一 zo|=0) ,这 就 不 允许 再 去 设想 也 可 采用 潜 无 限 方式 (zzo A 工 二 
zo, 即 |z 一 zo| 之 0). 如 果 在 此 再 去 设想 同时 采用 变量 z 趋向 极限 0 的 潜 无 限 方 
式 (x 不 xo 人 AZz 王 zo, 即 | 过 一 zol 盖 0), 则 就 不 是 基于 贯彻 aci 关 poi 和 上 -aciV poi 
的 出 发 点 (二 ) ,而 是 重新 返回 到 基于 古典 分 析出 发 点 (一 ) 中 去 了 . 

应 该 指出 ,在 一 种 思想 规定 的 系统 中 ,指责 为 一 种 思想 规定 之 系统 中 的 结果 有 
误 , 这 是 毫 无 意义 的 . 例如 在 欧 氏 几何 系统 中 指责 罗氏 几何 中 的 结论 “三 角形 内 角 
和 小 于 180 ”有 误 , 或 者 在 罗氏 几何 系统 中 去 指责 欧 氏 几何 中 的 结论 “三 角形 内 角 
和 等 于 180 ”有 误 , 都 是 没有 意义 上 且 没有 根据 的 . 

最 后 还 应 指出 ,我 们 不 仅 在 3. 2. 2 中 确定 了 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 (aci) 
与 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 潜 无 限 (pol) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 关 系 , 又 在 3. 2. 3 节 中 
严格 区 分 了 进行 式 (going) 的 基础 无 限 (Celi) 与 永远 是 进行 式 ( 广 going) 的 潜 无 限 . 但 
在 古典 分 析 的 思维 方式 下 ,对 于 三 种 无 限 的 区 别 和 联系 是 很 模糊 的 ,甚至 是 完全 不 
清楚 的 . 为 之 似乎 由 于 贯彻 了 s-6 与 e -NN 的 潜 无 限 而 解决 了 矛盾 ,实际 上 只 是 暂 
时 掩盖 了 了 矛盾 . 因为 古典 分 析 与 极限 论 最 终 还 要 葛 定 在 近代 公理 集合 论 基 础 上 ,而 
3. 4.2 节 已 经 指出 ,在 近代 公理 集合 论 框架 内 就 有 poi 关 aci 和 上 -poiV aci 的 隐 和 性 思 
想 规 定 , 所 以 在 近 现 代数 学 系统 内 的 所 谓 基 于 古典 分 析出 发 点 (一 ) 也 不 过 是 说 说 
而 已 ,其间 存在 的 矛盾 还 是 掩盖 不 了 的 . 其 实 上 文 所 提 及 的 所 谓 “ 自 圆 其 说 ”, 也 不 
过 是 在 两 种 无 穷 观 之 对 应 关系 很 模糊 , 甚至 对 进行 式 (going) 与 永远 是 进行 式 
(going) 都 不 能 区 分 的 情况 下 ,对 变量 xz 趋向 其 极限 点 xo, 连 工 尚未 达到 zo 和 x 
永远 达 不 到 zo 都 不 能 区 分 的 背景 下 , 才 称 其 为 所 谓 的 “自圆其说 ”而 已 . 亦 即 在 仅 
有 x 个 zo 而 不 问 x 生 xX 和文 趟 Xo 的 背景 下 ,通常 就 会 含糊 地 不 去 深究 了 . 


3.8.6 注 记 之 (二 ) 


本 市 上 文 (3. 8. 1 一 3. 8. 5 ) 内 容 的 陈述 与 讨论 , 颇 为 元 长 而 繁琐 , 这 是 为 了 
顺应 当时 的 历史 背景 ,以 及 极限 论 如 何 解 决 Berkeley 悖 论 的 思路 . 其 实在 确认 
FpoiV aci 和 变量 无 限 趋 近 其 极限 的 poi 方式 (rx。A 和 x 下 xo) 和 aci 方式 
《工人 咎 zo。 AzTze) 前 提 下 ,我 们 可 以 针对 3. 8. 4 节 之 极限 过 程 ( x ) 直 接 质 疑 如 下 : 
如 3. 8. 1 节 之 图 所 示 , 当 AS > 0 A At 0 时, 则 为 自由 落体 在 1 关 t 时 的 平 
均 速 度 , 可 记 为 : V| 0 =V| | 二 0 | >0 =V| A >0 :我们 可 将 自由 落体 在 时刻 之 点 
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A -i+ ----------------"-=" 


速度 记 为 : Vi, 二 V| .1 -一 Yo .又 由 上 文 3.8.4 极 限 过 程 (x ) 知 道 自 
由 落体 在 时刻 之 点 速度 是 V|,-。 = Lim 估 一 gto , 亦 即 gto 是 AS 与 At 之 比 在 


As 与 At 无 限 趋 近 于 0 时 的 极限 ,让 我 们 将 该 极限 表达 式 简 记 为 蝶 , 亦 即 
=arV | 1 一 上 -一 Lim As 一 Lim 人 ( V) 


dS 
di AS=0 A Ar>0 At 
Ai-r0 


那么 我 们 要 问 ,在 (V) 中 , AS 与 At 究竟 是 按 否 定 完 成 式 ( 一 gone) 的 poi 方式 
(AS+0 人 AS 二 0, At 人 0 A Azt 王 0), 还 是 按 肯 定 完 成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 
(AS40 A AST 0,At40 A AtT 0) 趋 癌 其 极限 0 的 ? 

如 果 是 按 ASf+0AAS 王 0 和 Atf+0AA 二 0 这 种 poi 方 式 无 限 趋 回 其 极限 点 
0 的 ,那么 AS 与 At 将 永远 达 不 到 0, 从 而 我 们 有 


dS ，、_、 AS(C> 0) 
宣 永 远 是 和 0 信 0 


如 果 是 按 ASf+0AAST0 和 A++0AAT 0 这 种 aci 方 式 无 限 趋向 其 极限 
点 0 的 ,那么 AS 与 上 都 必须 达到 0, 从 而 我 们 又 有 


宇 将 走向 无 意义 的 号 (2) 


(1) 


由 (1) 知 , 宝 > 永远 是 平均 速度 ， 尔 即 


Vl 二 V| [wo | >0 =V|, ~ ， 


因为 平均 速度 不 等 于 to 时 刻 之 点 速度 ， 故 完 2 天 gio , 亦 即 


宁 一 V| At>0 二 V| | -to | >0 一 V| VI, 一 Vi| | ea | 一 0 ~—V|,,.o 一 gto. 


由 (2) 知 守 走向 无 意义 的 9 ,同样 宁 天 gx。 ,这 表明 无 论 用 poi 方式 ,还 是 用 aci 
方式 都 无 法 求 得 3. 8. 4 之 极限 过 程 ( x ) 的 下 述 结论 


I A 1 A 
Vi im Hn 2 
全 一 


亦 即 无 论 用 poli 方式 还 是 用 aci 方式 都 说 不 通 . 
如 所 知 ,在 ZFC 框架 下 的 二 值 逻 辑 演算 是 可 靠 相 容 的 系统 ,从 而 无 法 接受 dS 
0AdS==0 与 di 守 >>0A d= 二 0 ,同时 在 系统 内 也 无 法 解读 . 


有 一 种 观点 认为 :当代 极限 论 没有 给 Berkeley 悖 论 留 下 任何 有 关 8 一 类 悖 论 
生成 的 余地 或 缝 际 , 我 们 认为 这 是 毫 无 根据 的 . 事实 上 ,本 小 节 3. 8. 6 节 所 论 ,可 以 
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认为 当代 极限 论 所 留 给 Berkeley 有 关 一 类 悖 论 的 , 远 不 止 一 个 缝隙 , 而 是 一 个 


大 宣 容 ,而 且 这 个 大 帘 订 在 二 值 逻 辑 框架 下 至 今 无 法 填补 ,但 在 中 介 逻 辑 系 统 中 ， 
可 以 给 出 Berkeley 悖 论 的 解决 方案 ,可 参照 本 书 下 文 6. 4 一 6. 6 市 关于 Leibniz 割 
线 切 线 问题 的 逻辑 数学 解释 方法 ,给 出 解决 方案 而 解决 之 . 


| 3.9 非 直接 使 用 poi 与 aci 观念 下 的 自然 数 系统 的 不 相 容 性 


在 3. 5 节 与 3. 6 节 中 所 论 之 无 穷 集 合 矛 盾 性 的 证 明 过 程 中 ,都 要 直接 涉及 淤 
无 限 与 实 无限 观 念 的 使 用 . 在 本 节 中 ,将 在 不 直接 使 用 潜 无 限 与 实 无 限 观念 的 情况 
下 ,给 出 自然 数 系统 不 相 容 性 的 证 明 , 然 而 读者 在 看 完 相 关 证 明之 后 ,务必 进一步 
阅读 其 后 的 “ 续 论 与 说 明 ”, 以 究 其 次 层次 的 原因 所 在 


3.9.1 注释 与 简 记 


在 这 里 ,我们 将 对 “自然 数 的 个 数 ” 与 “自然 数 的 数值 ”这 两 个 概念 作 些 说 明 . 由 
于 对 任何 一 个 概念 下 定义 ,必需 借助 于 一 些 比 被 定义 概念 更 为 广泛 或 基本 的 概念 ， 
如 此 倒 推 下 去 ,总 有 一 些 概念 ,再 也 找 不 到 比 它 更 为 基本 或 广泛 的 概念 来 定义 它 ， 
从 而 只 能 自 相 地 通过 举例 .说 明 或 者 譬如 而 描述 之 . 对 于 “自然 数 的 数值 ”这 个 概 
念 , 可 以 这 样 去 理解 ,任何 一 个 自然 数 总 有 一 个 名 称 , 例 如 对 于 "3? 这 个 自然 数 ,中 
文 称 之 日 “三 ”, 英 文 则 叫做 “Three”, 如 此 等 等 . 那么 我 们 就 把 任何 一 个 自然 数 的 名 
称 叫 做 这 个 “自然 数 的 数值 ”. 至 于 “自然 数 的 个 数 ” 这 个 概念 ,只 能 这 样 去 理解 : 面 
对 一 类 对 象 或 事物 ,我 们 总 能 对 这 类 对 象 或 事物 进行 点 数 或 统计 ,并 用 某 种 数量 来 
表示 对 它们 进行 点 数 或 统计 的 结果 . 有 如 告诉 人 们 说 ,这 里 有 3 个 桃子 .8 个 西瓜 
和 1500 个 氧 原子 ,如 此 等 等 . 只 是 我 们 所 面 对 的 这 类 事物 或 对 象 不 是 别 的 ,而 是 自 
然 数 集合 N = {x | n(xz)) 内 部 的 各 个 自然 数 ,同样 会 有 对 它们 进行 各 种 各 样 点 数 
或 统计 的 结果 ,从 而 出 现 有 “100 个 自然 数 ”"“1000 个 自然 数 ”“ 无 穷 多 个 自然 数 ” 
等 等 . 

在 本 文中 ,我 们 将 用 kc(n) (Count) 表 示 对 自然 数 序列 4 中 的 自然 数 进行 点 数 
到 之 后 统计 出 来 的 “ 目 然 数 的 个 数 ”, 并 用 nv(n) (Numerical Value) 来 表示 序列 
A 中 第 n 个 “ 目 然 数 的 数值 ”, 并 用 符号 [inf] 来 表示 “无 穷 多 个 ”等 等 , 亦 即 我 们 
规定 : 

kc(z) 二 a 对 目 然 数 序列 中 的 自然 数 进行 点 数 到 2 之 后 统计 出 来 的 “自然 数 
的 个 数 ”， 

nv(Cz) 二 a 目 然 数 序列 中 第 n 个 “自然 数 的 数值 ”， 

Lfinj 一 df “有 限 ”， 
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[inf{f| =a “无 穷 多 ”， 

[一 fnj =w“ 非 有 限 ”. 

其 实 这 里 的 kc(n) 有 点 像 集 合 论 中 的 有 穷 或 无 穷 集合 的 势 或 基数 ,而 nv(n) 
有 点 像 集合 论 中 的 有 穷 或 无 穷 集 合 的 序数 . 但 在 这 里 却 不 使 用 基数 或 序数 这 类 概 
念 . 内 为 基数 或 序数 概念 的 定义 都 是 置身 于 集合 之 外 加 以 定义 的 ,例如 ,自然 数 集 
合 NN 之 势 被 表示 为 NN 二 So, 又 自然 数 序 列 4 之 序数 被 表示 为 N 二 ww 等 等 ,由 于 我 
们 在 这 里 十 分 强调 置身 于 自然 数 集合 N 或 自然 数 序列 * 这 个 封闭 世界 内 部 做 作 
业 , 因 而 作业 者 置身 于 这 个 封闭 世界 内 部 ,所 面 对 的 除了 一 个 一 个 的 目 然 数 之 外 什 
么 也 没有 ,根本 感知 不 到 N 或 作为 全 体 自然 数 的 整体 的 存在 ,所 以 我 们 只 能 男 立 
kc(n) 和 nvln) 这 样 的 表示 方法 ,这 就 是 本 节 中 弃 用 33o 与 w 一 类 符号 的 表示 方法 
的 原因 . 


3.9.2 恰 由 全 体 自然 数 构成 之 集合 的 不 相 容 性 证 阴 


现在 让 我 们 来 证 明 如 下 定理 : 

定理 信 恰 由 全 体 自 然 数 构成 的 集合 N = {x | n(r)) (n(x) 一 ak 工 为 一 自 
然 数 ”) 是 一 个 目 相 巴 盾 的 非 集 . 

证 明 : 现 将 自然 数 集合 NN 二 {x | n(x)} 的 一 切 元 由 小 到 大 地 排列 为 如 下 的 自 
然 数 序列 ， 

A: (1;,2,3，… 7 
现在 我 们 在 自然 数 序 列 X 的 内 部 做 如 下 作业 ,其 作业 规则 是 : 
“由 1 开始 ,并 且 一 个 紧 接 着 下 一 个 地 去 数 自然 数 的 个 数 ” (※) 

我 们 很 快 发 现在 此 作业 规则 下 ,所 数 出 来 的 自然 数 “ 个 数 ”( 即 kc(n) ) ,总 与 那个 被 
数 及 的 目 然 数 的 “数值 ”( 即 nv(n) ) 相 同 . 例如 , 数 了 5 个 自然 数 时 ,该 自然 数 的 数 
值 恰好 是 5, 数 了 1000 个 自然 数 时 ,该 自然 数 的 数值 正好 是 1000, 如 果 不 怕 麻烦 ， 
还 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 在 上 述 作 业 规 则 (※) 之 下 ,“ 个 数 ” 等 于 “数值 ”一 事 对 所 
有 数 出 来 的 目 然 数 的 “数值 ”总 成 立 . 这 就 是 说 ,由 3. 9. 1 中 之 注释 与 简 记 中 所 引进 
的 符号 kc(n) 和 nv(z) 来 表述 , 则 我 们 可 用 数学 归纳 法 证 明 : VY nv(n) (nv(n) 一 
kc(n)) . 现 证 明 如 下 : 

葛 基 : 当 nv(n) 二 1 时 , 必 有 kc(n) 一 1. 

归纳 : 符 设 数值 nv(n) = mx 时 ,有 个 数 kclx) = 二 mm, 则 当 数 值 nv(n) 二 zm 十 1 
时 ,因为 数值 为 nv(n) = mm 十 1 的 那个 自然 数 正好 是 紧邻 在 数值 nv(n) = m 之 后 的 
那个 自然 数 ,所 以 由 自然 数 1 数 到 数值 为 nv(n) = m 十 1 的 那个 自然 数 时 ,正好 是 
在 kctn) 一 m 的 基础 上 再 加 上 1 个 自然 数 , 亦 即 此 时 必 有 kc(n) ==m 十 1. 

故 由 数学 归纳 法 知 有 如 下 结论 : 即 对 所 有 的 自然 数 数值 nv(n) 而 言 , kcCn) = 


3. 9 非 直 接 使 用 poi 与 aci 观念 下 的 自然 数 系统 的 不 相 容 性 
nv(n) 总 成 立 . 亦 即 我 们 有 如 下 重要 结论 : 
V nvln) (nv(n) = kc(n))., (VY) 

但 是 我 们 有 如 下 熟知 定理 : 

定理 A 所 有 的 自然 数 都 是 有 限 数 , 亦 即 所 有 的 自然 数 的 数值 都 是 有 限 的 , 亦 
即 我 们 有 

Vnn €E N—> nv(n)lfin|). 
因此 ,由 上 述 定理 A 可 知 有 
Ynv(n) nv(n)[fin|), 
于 大 由 等 值 置换 公理 和 上 文 重要 结论 (V ) 可 有 
VY kc(n) (kc(n)| fin |). 

首先 ,由 于 我 们 是 在 非 构 造 性 数学 框架 内 进行 推理 ,我 们 能 对 目 然 数 集合 N 
或 自然 数 序列 A 内 部 的 自然 数 全 部 点 数 完毕 ,或 者 说 全 部 数 一 壳 . 那么 上 述 熟 知 定 
理 Van EN 一 nv(n)|finj) 就 在 告诉 我 们 ,即使 你 将 目 然 数 集合 N 或 目 然 数 序 
列 X 内 部 的 自然 数 一 个 不 漏 地 全 部 数 完 , 也 不 可 能 出 现 nv(o)L 一 fin| 或 
nv(n)[in{] 的 情况 . 这 表明 如 上 之 结论 Y nv(n) (nvCm)[Lfinj) 在 非 构造 性 数学 框架 
内 的 正确 性 与 科学 性 是 必然 的 ， 

其 次 ,上 文 重 要 结论 (V ) 是 用 数学 归纳 法 证 得 的 ,数学 归纳 法 能 且 只 能 用 在 数 
值 有 限 的 自然 数 上 ,从 而 此 处 将 经 由 数学 归纳 法 所 证 之 上 文 重要 结论 (V ) 用 到 
nv(n)Lfin] 上 也 是 有 效 的 . 如 此 ,由 等 值 君 换 公理 和 重要 结论 (V ) 必 有 结论 : 
Vkcln) (kcCn)[Lfin]) 为 真 . 从 而 就 有 

一 kcCn)(kecln)[infj]) 或 一 keln)(kcCn)[ 一 fin|). (1) 

但 在 为 一 方面 我 们 却 又 有 如 下 熟知 定理 : 

定理 B 自然 数 集合 N = {x | n(x)) 或 自然 数 序列 4 内 部 有 无 穷 多 个 ( 即 
Lin{j 或 [一 fin|] ) 旦 然 数 . 

定理 C 自然 数 集合 N 二 {x | zz)) 或 自然 数 序列 内 部 有 无 穷 多 个 ( 即 
Linfj 或 上 一 fin| 偶数. 

定理 D 目 然 数 集合 六 = {x | n(x)) 或 自然 数 序列 4 内 部 有 无 穷 多 个 ( 即 
[Linfj 或 上 一 fin] ) 奇 数 . 

定理 E 日 然 数 集合 N = {x | n(x)) 或 自然 数 序列 X 内 部 有 无 穷 多 个 ( 即 
Lin{j 或 [一 finj ) 质 数 . 

故 由 上 述 定理 B.C、D、E 可 有 结论 : 3 kcln) (kc《n)[Lin{j) . 否则 若 反 设 一 
kcCn)《kecCn)[inf]) , 则 必 有 VkcCz)(CkcCz)Tfin]) ,从 而 与 上 述 定 理 BC、D、E 中 
的 任何 一 个 都 矛盾 , 故 反 设 一 习 kcCn) (keln)Lin{]) 不 成 立 . 从 而 我 们 有 

jkcn) (kcln)[L inf|) 或 jj ken) (kecln)| 一 fin]). (2) 
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如 上 之 (1) 和 (2) 相互 矛盾 . 因此 恰 由 全 体 自 然 数 构成 的 集合 N = 
(| n(x)) 是 一 个 自 相 矛盾 的 非 集 , 或 者 说 自然 数 集合 N 二 {x | az)) 这 个 概念 
是 一 个 自 相 矛 盾 的 错误 概念 .正如 Leibniz 所 指出 的 “所 有 整数 的 个 数 ,这 一 提 法 
自 相 矛盾 ,应 该 抛弃 . ”” 


3.9.3 续 论 与 说 明 


一 点 说 明 :3. 9. 2 中 所 论 及 之 nv(n) 和 kc(n) 都 是 变量 ,作为 变量 本 身 , 两 者 都 
是 [一 fin] ,因为 nv(n) 可 以 无 止境 增 大 , kcln) 可 以 无 止境 地 增多 . 因此 ,3. 9. 2 三 
中 所 涉及 的 某 些 公式 中 的 nv(n) 或 kc(n) 就 不 是 变量 本 身 , 而 是 变量 所 涉及 之 论 
域 中 的 个 体 . 例如 就 公式 一 j nv (nvC)[ 一 finj]) 中 的 nv《n) 而 言 , 指 的 是 在 吾 
知 定理 Yn(n EN->nv《n)Lfin]) 的 结论 之 下 ,即使 你 对 六 或 内 部 的 目 然 数 一 个 
不 漏 地 全 部 搜索 一 遍 , 亦 不 可 能 搜索 到 一 个 nvCm)L 一 finj 的 个 体 . 又 如 公式 
习 kc(z)y(kc(z) 一 1000) 或 了 3kcGz)(kcGz) 一 fin]) 中 的 kc(n) 而 言 , 指 的 是 存在 
着 这 样 一 个 kc(n) 等 于 1000 ,或 者 存在 着 这 样 一 个 kc(Cz) 等 于 Lin 全 . 例如, 我们 
在 N 或 4 内 部 先 把 偶数 点 数 完毕 就 不 再 数 下 去 , 则 根据 熟知 定理 :“ NN 或 人 内 部 有 
[inf 个 偶数 ”的 结论 ,就 知道 存在 着 这 样 的 一 个 kc(n) 等 于 Linfj ,至 少 存在 着 某 
个 [一 finj] 的 kc(n)， 
一 点 续 论 :3. 6. 1 节 和 3. 6. 2 节 中 关于 自然 数 系统 的 不 相 容 性 证 明 过 程 ,从 表 
面 上 看 没有 和 卫 接 使 用 潜 无 限 和 实 无 限 观 念 ,但 就 证 明 过 程 的 内 涵 深 处 而 言 ,仍然 是 
一 个 潜 无 限 与 实 无 限 不 可 混淆 的 问题 . 试看 自然 数 序 列 、 自 然 数 数值 序列 和 nv(n) 
和 自然 数 个 数 序列 Akc(n) ,在 非 构造 性 数学 框架 内 ,这 三 个 序列 不 仅 相 互 一 一 对 
应 ,而 且 都 是 完成 了 的 实 无 限 可 数 序列 ,如 下 所 示 : 
) ， { 1， 2，.….， 7 ，。…} 
t 
Akcln); {kcln) = 1, ke(n) 一 2，…，kc(C2) 一 mm 
1 1 1 
Anv(n): {nv(n) = 1, nv(n) 二 2， nv(n) — n, ***} 
首先 分 析 一 下 Anv(n) ,由 于 nv(n) 可 以 无 限 增 大 ,从 而 已 经 有 了 通 向 [inf 的 
可 能 性 ,但 在 熟知 定理 YnCn EN -> nv(n)|fin]) 的 结论 下 ,使 得 在 nv(n) 无 止境 
地 增 大 的 进程 中 ,严格 要 求 永 远 保持 nvCnm)[fin] ,根据 3. 4. 2 节 中 的 相关 讨论 可 
知 , Anv(n) 根本 不 可 能 是 什么 完成 了 的 实 无 限 序 列 ,而 是 一 个 标准 的 潜 无 限 弹 性 
序列 : 
Anv(n): {nv(n) = 1, nv(n) 一 2，…， nv(n) = 7), 


其 次 再 分 析 一 下 Akc(z) ,由 于 Akcln) 可 以 无 止境 地 增多 ,同样 有 了 通 向 [in 


3.9 非 直接 使 用 poi 与 aci 观念 下 的 自然 数 系统 的 不 相 容 性 
的 可 能 性 ,又 由 于 熟知 定理 :“ N 或 人 内 部 有 [Linf] 个 自然数 ”的 结论 而 知 ,在 kcCn) 
无 止境 地 增多 的 过 程 中 ,一 定 要 多 达 Linfj. 从 而 这 是 一 个 标准 的 Cantor-Zermelo 
意义 下 的 实 无 限 序列 : 

Akc(n): {keln) = 1, ke(n) = 2, 1 , ke(n) = n, ，…}. 

因此 ,同样 一 个 自然 数 系统 ,从 nv(n) 角度 看 , 它 是 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 W = 
(zz | nz)) 一 (12,…) 字 ) ,又 从 kc(n) 角度 看 , 它 又 是 一 个 Cantor-Zermelo 意义 
下 的 实 无 限 刚 性 集合 六 = {xz | zz)) 一 (12 2) ,根据 3.4.2 市 的 相关 讨 
论 ,可 知 在 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 ,不 仅 湾 无 限 不 等 于 实 无 限 (poi 天 aci) , 而且 
满足 排 中 律 上 A V 一 A ,从 而 自然 数 系统 的 不 相 容 性 是 无 可 置疑 的 .在 3. 9. 2 节 对 
目 然 数 系统 不 相 容 性 证 明 的 过 程 中 ,只 是 将 Anv(Cz) 的 潜 无 限 性 用 VY nv 人 n) 
Cnv《n)[Lfinj) 或 一 nvCn) 《nvCn)[L7 finj) 的 形式 表达 出 来 ,又 将 Akcln) 的 实 无 限 
性 用 一 Vkcln) (kcClm)[fin]) 或 93kcln) (kcln)[Lin{]) 的 形式 体现 出 来 . 再 由 
VY nvln) (nv《(n) 二 kcln)) 和 等 值 置换 公理 而 将 其 转换 为 直接 的 矛盾 形式 ,并 由 此 
而 揭示 自然 数 系统 的 不 相 容 性 . 

解决 逆 盾 的 方法 可 有 如 下 两 种 方案 : 

其 一 是 否定 熟知 定理 :“ NN 或 4 内 部 有 Linf{j 个 自然 数 ” 的 结论 ,使 得 kc(z) 在 
无 止境 地 增多 的 同时 也 永远 保持 kcCn)[fin] ,从 而 Akc(n) 也 成 为 潜 无 限 弹 性 
序列 : 

Akc(n): {keln) = 1, ke(n) 一 2，…，Kc(z) = 7), 
这 样 一 来 再 没有 Cantor-Zermelo 意义 下 的 实 无 限 自 然 数 集合 N = {x | n(x)})= 
{1,2,…,n,"…) ,而 只 有 潜 无 限 弹 性 卓然 数 集合 N= {xz 1 n(x)) 二 (1,2,…,7i). 

其 二 是 否定 熟知 定理 Yn(n E 一 nv(n)[fin]) 的 结论 ,承认 Anv(n) 中 也 有 

nv《n)[Linf| 的 自然 数 ,而 使 得 Anvn) 变 为 完成 了 的 实 无限 序 列 ， 
Anv(n): {nv(n) = 1, nvn) = 2, °°%, nvn) = ns, nv(n)| inf |}, 
但 这 又 与 近 现 代数 学 及 其 基础 理论 中 的 自然 数 序列 : 
A:{1， 2 ， “NN “ow 
的 记 法 相悖 . 总 之 ,两 种 解决 矛盾 的 方案 都 要 涉及 对 近 现 代 公 理 集合 论 的 适当 
修正 . 
顺便 指出 ,如 果 我 们 承认 在 N 或 内 部 3nv(Cz) CnvCr)[inf]) , 则 势必 有 悖 于 
近 现 代数 学 系统 所 认定 的 自然 数 集合 N = {x | n(x)) 或 自然 数 序列 : 
A: {1, 2, 0, Ns ed 
的 记 法 、 内 润 和 结构 . 并 出 现 有 如 
Anv(n): {nv(n) = 1, nv(n) = 2, 0%, nv(n) = n, , nv(n)[inf|) 
一 类 不 为 近 现 代数 学 系统 所 承认 的 事物 . 因 之 在 近 现 代数 学 框架 内 决 不 允许 出 现 
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jnvn)(nvn)[inf]) 一 类 公式 . 但 在 另 一 方面 ,我 们 确认 六 或 和 内 部 


9 kcCn) (kekm)[Lin{j) 一 事 , 则 与 近 现 代数 学 框架 完全 吻合 ,没有 对 目 然 数 系统 的 
内 涵 ,结构 或 记 法 造成 任何 缺损 ,如 下 所 示 : 


Al:{1，, 2, *** ,71, … } 
一 


I kcCn) (ketn) [Linf)) 
As: {2， 4， “es, 277， “es, 1]， 3， "ee, 271 十 1 了， *。… 
了 ken) CkcCn) Lin()) 3 ketny CkeCn) Linf |) 


如 此 等 等 ,从 形象 到 内 涵 结 构 , 丝 毫 没 有 涉及 自然 数 系统 的 修正 或 更 动 ,从 而 在 近 
现代 数学 框架 内 出 现 有 如 kcln) (kcCm)[in{j) 一 类 公式 是 顺理成章 的 事 . 
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下 文 4. 1 一 4.4 节 将 给 出 潜 无 穷 数 学 系统 的 逻辑 基础 与 集合 论 基 础 . 

本 书 第 3 章 的 内 容 , 归 纳 起 来 ,主要 论述 了 如 下 几 个 问题 : 

(1) 近 现代 数学 及 其 理论 基础 对 两 种 无 穷 的 兼容 性 ,不 仅 在 整体 上 兼容 了 洪 无 
限 和 实 无 限 ,而 且 其 中 涉及 无 穷 观 的 那些 子 系统 也 都 是 兼容 两 种 无 穷 的 . 

(2) 讨 论 了 近 现 代数 学 系统 中 之 互相 矛盾 的 一 些 隐 性 思想 规定 ,具体 地 说 , 近 
现代 数学 及 其 理论 基础 中 的 某 些 逻辑 或 非 逻 辑 公理 隐 性 地 贯彻 了 潜 无 限 等 于 实 无 
限 的 思想 规定 ,而 另 一 些 逻 辑 或 非 逻 辑 公 理 则 隐 性 地 贯彻 了 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 
的 思想 规定 . 

由 上 述 (1) 和 (27? 可 知 ,兼容 两 种 无 穷 的 分 析 方 法 和 湾 无 限 不 等 于 实 无 限 的 轴 
想 规定 为 近 现 代数 学 系统 自身 所 固有 ,不 仅 不 是 人 们 外 加 到 系统 中 去 的 ,而 且 也 为 
我 们 提供 了 在 近 现 代数 学 框架 下 运用 这 样 的 分 析 方 法 与 思想 规定 去 分 析 问 题 的 可 
行 性 依据 . 

(3) 证 明了 近 现 代数 学 中 任何 无 穷 集 合 A 二 {zx|P(z)}) 概 念 都 是 自 相 矛盾 的 错 

(4) 证 明了 Berkeley 悖 论 的 阴影 并 没有 在 极限 论 中 真正 消失 . 

(5) 运 用 对 角 线 方法 往 证 实数 集合 为 不 可 数 集合 的 证 明 过 程 是 无 效 的 . 

从 而 我 们 将 直接 面 对 并 戈 待 解决 两 个 问题 :其 一 是 如 何 为 近 现代 数学 和 计算 
机 科学 理论 重新 选择 一 个 合适 的 理论 基础 ;其 二 是 在 什么 解读 方式 下 ,能 以 全 面 保 
存 近 现代 数学 与 计算 机 科学 理论 的 所 有 研究 成 果 . 本 章 所 构建 的 潜 无 限 数学 系统 ， 
就 是 针对 以 上 所 说 的 两 个 必须 面 对 的 问题 所 做 的 努力 . 当然 ,在 4. 1 节 中 ,将 明确 
指出 ,这 里 所 说 的 潜 无 限 数学 系统 完全 不 同 于 直觉 主义 的 构造 性 数学 系统 . 


| 4. 1 潜 无 限 数学 系统 (了) 一 一 预备 知识 


4. 1.1 预备 知识 之 一 一 一 背景 世界 的 划分 原则 


现 计 我 们 引进 如 下 一 组 记号 ,用 以 表示 有 穷 与 无 穷 的 背景 世界 : 
(1) Or(R; xz) 表示 有 穷 背 景 世界 ， 

(2) Qp (KR; z) 表示 潜 无 穷 痛 景 世界 ， 

(3) Qa (R; Xx) 表示 实 无穷 背 景 世 界 . 
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其 中 下 表示 有 穷 (finite), P 表示 潜 无 穷 (potential infinite), A 表示 实 无 穷 (actual 
infinite). 而 后 面 括号 中 的 尺 和 xz 表示 各 自 背 景 世界 中 所 拥有 的 谓词 和 研究 对 象 . 

从 历史 的 角度 看 ,由 于 实 无 限 论 者 与 潜 无 限 论 者 一 直 是 在 互相 否定 的 模式 中 
争论 不 休 , 从 而 都 认为 两 种 无 穷 是 不 可 兼容 的 . 因此 ,他 们 都 坚持 背景 世界 二 分 法 
原则 , 亦 即 实 无 限 论 者 认为 ,背景 世界 要 么 有 限 , 要 人 么 实 无 限 , 而 潜 无 限 论 者 则 认为 
背景 世界 要 么 有 限 ,要 么 潜 无 限 , 若 用 符号 表达 式 , 则 可 表示 为 

背景 世界 的 实 无 限 二 分 法 原则 : 上 Qk V Ca ， 

背景 世界 的 潜 无 限 二 分 法 原则 : 上 Or V Op . 

在 本 书 中 ,我 们 把 背景 世界 的 实 无 限 二 分 法 原则 简称 为 二 分 法 原则 (了 ) ,而 将 背景 
世界 的 潜 无 限 二 分 法 原则 简称 为 二 分 法 原则 ( 卫 ), 亦 即 我 们 有 

二 分 法 原则 (T): FoOr V OA， 

二 分 法 原则 (CI ): 上 QV 2p. 

但 从 认识 论 的 角度 看 ,由 于 认识 论 中 有 一 条 世 所 公认 的 普遍 原则 ,这 就 是 : 任 
何事 物 或 观念 的 存在 ,都 必定 有 它 的 背景 世界 .反之 ,没有 背景 世界 的 事物 或 观念 
必定 是 无 根基 的 ,而 无 根基 的 事物 或 观念 是 不 会 长 久 存 在 和 发 展 的 . 那么 ,既然 两 
种 无 穷 观 的 萌芽 .确立 和 争执 的 由 来 已 是 如 此 之 久 ,所 涉及 的 研究 领域 又 是 如 此 之 
广 , 我 们 就 有 理由 相信 ,两 种 无 穷 观 都 有 它 旦 身 的 强 有 力 的 背景 世界 . 无 论 这 种 背 
景 世 界 是 客观 实际 的 反映 ,还 是 人 类 智慧 的 合理 外 推 ,或 者 是 现实 事物 的 某 种 装 
配 ,还 是 哲理 性 的 探索 ,都 将 是 合情合理 和 姐 庸 置疑 的 . 另 一 方面 ,世界 上 凡是 合理 
的 东西 都 会 长 久 存 在 且 有 它 的 背景 世界 ,反之 , 凡 有 背景 世界 又 能 长 久 存 在 和 发 展 
的 事物 或 观念 ,就 肯定 会 有 它 的 合理 性 . 那么 潜 无 限 与 实 无 限 这 两 种 无 穷 观 虽 然 互 
不 相同 ,但 都 已 千古 存在 又 发 展 至 今 ,因而 都 会 有 它 自 身 的 合理 性 . 在 这 里 ,人 人 都 
会 认同 的 一 点 是 :凡是 合理 的 东西 都 应 给 它 以 存在 和 发 展 的 空间 , 切 不 可 全 盘 否 
定 . 不仅 如 此 ,大 几 世 界 上 合理 的 东西 都 是 可 以 互相 宽容 的 ,从 而 它们 是 可 以 在 同 
一 空间 中 并 存 且 共同 发 展 的 . 因此 ,两 种 无 穷 观 就 既 不 要 在 全 盘 否 定 男 一 种 无 穷 观 
的 方式 下 去 寻求 自身 的 存在 和 发 展 ,也 不 要 在 排斥 或 大 并 另 一 种 无 穷 观 的 背景 世 
界 的 前 提 下 去 刻 划 目 喘 的 存在 和 发 展 . 为 之 ,我 们 主张 承认 两 种 无 穷 的 兼容 性 , 亦 
即 主 张 确立 一 种 有 穷 与 无 穷 的 背景 世界 三 分 法 原则 ,这 就 是 无 条 件 承 认 背 景 世 界 
要 么 有 穷 ,要 人 么 潜 无 穷 , 要 么 实 无 穷 , 该 原则 也 可 用 如 下 的 符号 表达 式 表 示 出 来 : 

FQF V Op V Qa. 

在 本 书 中 也 将 上 述 有 穷 与 无 穷 的 背景 世界 三 分 法 原则 简称 为 三 分 法 原则 , 亦 

即 我 们 有 
三 分 法 原则 : FOr V Qlp V 0Q4. 
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4. 1. 2 ”预备 知识 之 二 一 一 关于 构建 潜 无 穷 数 学 系统 的 几 点 说 阴 


在 4. 1. 1 节 中 ,我 们 讨论 了 有 穷 与 无 穷 背 景 世 界 的 二 分 法 原则 和 三 分 法 原则 . 
按照 这 些 原则 的 本 质 内 涵 , 如 果 一 个 理论 系统 是 以 贯彻 三 分 法 原则 的 精神 建立 起 
来 的 , 则 在 该 系统 内 必然 兼容 湾 无 限 与 实 无 限 . 又 大 是 以 贯彻 二 分 法 原则 ( 工 ) 或 
(CI ?的 精神 建立 起 来 的 , 则 在 该 系统 内 必 不 能 兼容 两 种 无 穷 . 如 果 闭 上 服 于 数学 历史 
发 展 的 角度 ,直觉 主义 学 派 的 构造 性 数学 系统 ,应 该 是 在 贯彻 二 分 法 原则 ( 工 ) 的 精 
神 之 下 建立 起 来 的 ,因为 在 构造 性 数学 系统 内 ,可 谓 真正 做 到 了 完全 排斥 实 无 穷 观 
念 . 只 是 在 “存在 必须 (有 穷 步 又 内 ) 可 构造 ”的 严格 要 求 下 ,限制 过 大 ,损失 的 合理 
内 容 太 多 ,以 致 不 为 大 多 数 数学 家 所 欢迎 ,其 自身 的 发 展 也 很 有 限 . 此 外 ,从 Cantor 
的 古典 集合 论 到 Zermelo 的 近代 公理 集合 论 , 都 十 分 强调 实 无 限 ,从 表面 上 看 , 似 
乎 是 以 贯彻 二 分 法 原则 ( 工 ) 的 精神 构建 起 来 的 . 然而 事实 上 并 没有 能 在 系统 内 完 
全 排斥 潜 无 限 , 相 关内 容 的 详细 讨论 见 3. 3 节 . 又 由 3. 4 一 3. 9 节 知 , 近 现代 数学 的 
逻辑 基础 与 集合 论 基 础 中 尚 有 一 些 深 层次 的 矛盾 . 因此 ,如 何 为 近 现代 数学 与 计算 
机 科学 选择 一 个 合适 的 理论 基础 ” 又 在 什么 解读 方式 下 能 全 面 保 存 近 现 代数 学 与 
计算 机 科学 的 研究 成 果 ? 这 是 我 们 必须 面 对 并 且 了 最 符 解 决 的 根本 问题 . 在 下 文中 ， 
我 们 即将 构建 的 湾 无 穷 数 学 系统 ,就 是 针对 如 上 必需 面 对 的 问题 所 作 的 努力 . 现 将 
所 说 的 潜 无 穷 数 学 系统 简 记 为 PIMS. 在 PIMS 中 ,我 们 仍 将 采用 经 典 二 值 逻 辑 演 
算 作为 推理 工具 ,但 也 必须 作出 适当 的 修正 . 而 且 PIMS 中 的 那些 构造 集合 与 集合 
存在 性 的 非 逻 辑 公理 ,也 将 在 近代 公理 集合 论 中 的 非 逻 辑 公 理 基 础 上 ,逐一 进行 修 
正和 重新 解释 . 在 某 种 意义 上 说 ,PIMS 也 可 谓 被 修正 了 的 近代 公理 集合 论 系 统 . 
毫 无 疑问 ,PIMS 是 以 贯彻 二 分 法 原则 ( 卫 ) 的 精神 构建 的 ,从 而 在 PIMS 中 ,将 完 
全 彻底 地 贯彻 潜 无 限 而 不 兼容 实 无 限 观 念 . 为 此 ,人 们 不 禁 会 问 , 如 此 这 般 地 构 
建 出 来 的 PIMS, 会 不 会 是 直觉 主义 构造 性 数学 的 翻版 ? 我 们 的 回答 是 否定 的 
(请 参阅 本 书 3. 4. 4 节 中 相关 内 容 ). 两 者 的 根本 区 别 在 于 :名 直觉 主义 构造 性 数 
学 的 配套 逻辑 工具 是 直觉 主义 逻辑 ,而 PIMS 的 推理 工具 却 是 修正 了 的 经 典 二 
值 逻辑 演算 ;人 直觉 主义 构造 性 数学 的 出 发 点 不 是 任何 意义 下 的 集合 论 , 而 是 
Brouwer 对 象 对偶 直 觉 意义 下 的 自然 数论 ;@ 直 觉 主义 构造 性 分 析 学 奠基 于 
Brouwer 展 形 连续 统 , 而 PIMS 的 分 析 学 将 在 弹性 自然 数 系统 的 弹性 寡 集 基础 上 
展开 . 总 之 ,两 者 各 有 各 的 出 发 点 ,各 有 各 的 建设 方案 ,两 者 的 内 涵 丰 富 程度 也 会 
大 不 相同 . 

最 后 还 应 指出 ,在 数学 的 历史 发 展 中 ,尚未 见 有 明确 以 贯彻 三 分 法 原则 精神 构 
建 并 能 自圆其说 的 数学 系统 . 其 实 构建 这 种 兼容 两 种 无 穷 观 的 数学 系统 ,将 是 一 项 
较为 艰巨 的 工程 ,但 却 是 我 们 应 予 努力 追求 和 实现 的 一 个 目标 . 
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| 4. 洪 无 限 数学 系统 ( 工 ) 一 一 逻辑 基础 之 形式 系统 

我 们 在 4. 1 节 中 曾 规定 潜 无 限 数学 系统 简 记 为 PIMS, 并 明确 指出 : PIMS 的 
逻辑 推理 工具 仍 将 采用 经 典 二 值 逻辑 演算 ,但 要 作 适 当 的 修正 . 因为 大 家 都 比较 部 
悉 经 典 一 值 远 辑 演算 系统 的 框架 , 故 在 给 出 PIMS 的 逻辑 演算 ( 即 修正 了 的 二 值 忆 
辑 演算 ) 系 统 时 ,除了 修正 之 处 作 适 当 阐 明之 外 ,其 余 相关 内 容 , 仅 对 自然 推理 系统 
的 形式 语言 符号 库 和 合式 公式 形成 规则 ,以 及 推理 规则 加 以 罗列 ,不 再 作 任何 相关 
的 文字 说 明 . 其 实 ,所 谓 对 经 典 二 值 逻 辑 演算 系统 作 适当 修正 ,不 过 是 在 谓词 逻辑 
中 去 消 全 称 量词 引 人 律 (V + ) 和 增加 一 个 名 称 为 枚 举 量词 及 其 解释 约定 而 已 . 


4. 2.1 PIMS 命题 逻辑 的 自然 推理 系统 P™ 


(一 ) 形 式 语言 Lys 的 基本 符号 

(1) 命题 联结 词 :一 、 一、 人 、V 、 一 ， 

(2) 命题 词 : 加 、g 、 mm ……、 Pp; 、 da 、 广 ,此 处 关 一 1,2……， 元 ， 

(3) 技术 符号 : ( 、) . 

我 们 常用 p 、g 、r 来 表示 任 一 命题 词 ,用 大 写字 母 A 、B 、C 来 表示 任 一 合式 
公式 . 

在 这 里 应 注意 ,，{1,2,…, 元 ) 即 表示 3.4.1 和 3. 4. 2 中 之 潜 无 限 弹 性 集合 .一 
{TX | n(x)) .在 PIMS 系统 中 , 凡 此 类 似 情 况 以 及 有 如 用 {1,2,… 元 ) 作为 下 标 集 
《ai 0Q2 08) 或 者 序列 过 1 CC2 9 ”9 人 均 作 此 理解 . 亦 即 均 为 潜 无 限 弹 性 集合 或 漆 
无 限 弹性 序列 ,简称 潜 序列 . 

(二 )Lys 中 的 合式 公式 (WHE) 的 形成 规则 

(1) 单独 一 个 命题 词 是 Ly 的 WHf， 

(2) A 是 的 Wi{f = 中 A) 是 LWiHf， 

(3)A、B 都 是 Ly Wif 二 (A 一 B)、(A A B)、(A VY B)、(A5B) 都 是 
L,, Wif, 

(4) 归纳 定义 :Ly 的 一 个 公式 A 是 Ly。 WHf iff A 由 Ly 的 Wf 的 形成 规则 
生成 . 

我 们 将 用 符号 三、 卫 、A 等 表示 任意 的 公式 集 , 即 PN 系统 公式 集 的 元 变 项 . 

(三 ) PI 中 配套 于 1% 的 推理 规则 

(Ref)A 上 上 A， 

DT HA,A FA ST FA, 

HT ATFB,— BT HA, 
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(> )A— B,A TB, 

(-> )T,A+-Bor FA—B, 

(A_)A A BHFA,B, 

(人 A 人 +)A,BHAAEB， 

(V_)A FC,B FHC=AYV BHC, 

(Vi AFAYV B,BYV A, 

(>_) A=B,A FB, 

A.->B,B 上 A， 

(> )T,A FB,T,B FA =T FAc>B. 

为 了 方便 ,我 们 将 公式 集 5 二 {Ao ,Ail,，…，A, 1，A:) 直接 写成 公式 序列 的 
形式 : A。，Al，…，A,1,Ai . 当然 ,因为 是 集 , 所 以 序列 中 的 公式 的 次 序 是 没有 
关系 的 . 这 样 , {Ao,; Ai ，…，A，，Ai) 上 -B.SU {A}) FB、EUBS 上 -B 可 以 分 
别 表示 为 : Ao, Ai,…, A,1,A: 上 B、3,A+B、z, 三 FB. 

将 FA 过 上 A， 简 记 为 上 -Al "9 A,. 

定义 1 公式 A 在 命题 逻辑 PY 中 由 公式 集 王 形式 可 推演 (符号 记 为 三 FA )， 
当日 仅 当 5 上 A 能 由 有 限 次 使 用 推理 规则 而 生成 . 

如 果 上 A , 则 称 公 式 A 是 > 的 语法 后 承 . 

注意 :符号 上 表示 的 是 可 推演 关系 , 它 不 是 形式 语言 中 的 符号 , 5 上 A 不 是 形 
式 语言 中 的 公式 , 它 是 表示 公式 集 三 和 公式 A 之 间 关 系 的 一 个 元 语言 符号 . 

定义 2 如 果 公 式 A 由 名 形式 可 推演 , 则 称 公 式 A 是 可 证 明 的 .由 儿 到 A 形 
式 可 推演 的 一 个 公式 序列 称 为 公式 A 的 一 个 证 明 . 如 果 公 式 A 是 可 证 明 的 , 则 称 
公式 A 为 PW 系统 的 定理 ,符号 记 为 上 A. 

定理 1 如 果 王 上 A , 则 存在 有 限 集 5* ,5 己 5C(53* C35)?, 使 得 5* 上 A. 

(四 )PFR 语 义 

定义 3 一 个 真 值 赋值 v 是 以 包含 每 一 公式 的 集 为 定义 域 .以 {0, 1) 为 值 域 
的 一 个 哺 数 ,并 满足 下 列 条 件 : 

(1) un 一 A) 二 1, 当日 仅 当 wv(A) = 0; 

(2) v(A 一 B) = 二 1, 当 且 仅 当 CA) = 0 或 者 v(B) = 1; 

(3) v(A Y B) 一 1, 当 且 仅 当 CA) 二 1 或 者 v(B) = 1; 

(4) v(A A B) = 1, 当 且 仅 当 vw(A) = 1 并 日 v(B) = 1; 


Q@ 在 此 ,我 们 引入 表 示 集 合 与 其 子 集 5* 之 间 关 系 的 符号 . 当 三 是 一 个 有 穷 集合 时 ,集合 与 其 子 集 有 
之 间 芍 关系 符号 表示 为 5* 入 3; 当 3 是 一 个 潜 无 限 弹性 集合 时 ,集合 与 其 子 集 3* 之 间 的 关系 符号 表示 为 
CE .详细 论述 请 见 4.4 节 . 下 同 . 
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(5) v(AeB) 一 1, 当 且 仅 当 “如 果 vw(A) = 1 , 则 wxB) ==1” 并 目 “ 如 果 w(B) 三 1， 
则 wwA) 二 1”. 

定义 4 设 王 是 公式 集 ,A 是 公式 . 如 果 存 在 赋值 v ,使 得 v(A) == 1 , 则 称 公 式 
A 是 可 满足 的 ; v(5) = 1 当 且 仅 当 对 于 任何 公式 C ,如 果 CE5, 则 w(C)= 二 1; 如 
果 存 在 赋值 v ,使 得 vC3) == 1 , 则 称 公 式 集 是 可 满足 的 ;赋值 v 满足 公式 A 或 公 
式 集 3 ,也 称 v 是 公式 A 或 公式 集 5 的 PP 模型. 

定义 5 设 王 是 公式 集 ,A 是 公式 . A 是 3 的 语义 后 承 , 记 作 FA 
当 且 仅 当 对 于 任何 赋值 v ,如 果 v(CZ) 二 1, 则 vA)=1. 

定义 6 一 个 命题 逻辑 公式 A 称 之 为 有 效 式 当 且 仅 当 对 于 任何 赋值 v ,都 有 
v(A) 二 1 ;一 个 命题 逻辑 公式 A 称 之 为 了 矛盾 式 当 且 仅 当 对 于 任何 赋值 v ,都 有 
v(A)=0. 

命题 逻辑 有 效 式 有 时 也 被 称 为 重 言 式 . 简 记 为 :FA. 

在 PI 中 可 以 证 明 : 

定理 2( 可 靠 性 定理 ) 

(1) 如 果 三 上 A ,那么 了 FA ; 

(2) 如 果 上 A ,那么 上 A. 

定理 3( 完 全 性 定理 ) 

(1) 如 果 了 工 FA ,那么 了 上 AI 

(2) 如 果 FA ,那么 上 A.， 

即 P ~ 推理 系统 具有 可 靠 性 和 完全 性 . 


4.2.2 PHMS 谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 FF 


(一 ) 形 式 语言 Li 的 基本 符号 

在 Li 的 符号 库 中 ,首先 要 保留 Ly 中 的 基本 符号 , 即 5 个 命题 联结 词 一 、- 、 
A 、V_ 、> 和 命题 词 p1 、gi 、ri 、…、p;、9; ,Ti 《此 处 i = 1,2,…, 苑 ), 还 有 技术 
符号 ( 、) 等 ,其 次 还 要 添加 下 述 几 类 基本 符号 : 

(1) 量词 V、 了 、E ， 

(2) 个 体 词 : ac 、as ……、ai ， 

(3) 谓词 : Fl .Ga.、 H! 、、 F; ~、G: ~、H:, 

(4) 约束 变 元 : XI 、yi 、Z1 vr*、Xi、、2， 

(5) 技术 符号 :,、( 、). 

显然 Lae 的 符号 库 是 Ly 的 符号 库 的 真 扩张 . 

我 们 常用 a 、5 、c 来 表示 任 一 个 体 词 ,常用 大 写字 母 F、G 、 互 来 表示 任 一 谓 
词 , 贡 用 z 、y 、z 来 表示 任 一 约束 变 元 . 
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量词 Y 的 名 称 是 全 称 量词 ,解释 并 读 为 “< 所 有 ”或 “一 切 ”, 形 式 符号 VY 该 由 瑞 
文 单字 All 演变 而 来 . 

量词 E 的 名 称 是 枚 举 量词 ,解释 并 读 为 “每 一 ”或 “ 任 一 ”形式 符号 E 该 由 英文 
单字 every 演变 而 来 . 

在 PIMS 的 逻辑 演算 中 ,全称 量词 V 不 得 解释 和 读 为 “每 一 ”, 而 榴 举 量 词 E 
不 可 解释 并 读 为 “所 有 ”. 两 者 被 严格 区 分 ,这 是 对 经 典 二 值 逻 辑 演算 中 关于 量词 解 
释 约定 的 一 种 修正 . 

在 3.2.1 节 中 , 曾 明 确定 义 了 “ 枚 举 手 续 ”这 一 概念 ,对 任 一 非 有 限 的 枚 举 手 续 
而 言 , 如 果 该 无 止境 的 枚 举 手 续 没有 进行 完毕 , 即 尚未 穷 举 该 枚 举 手 续 之 前 , 则 它 
所 面 对 和 指称 的 为 进行 式 (going) 的 基础 无 限 , 但 若 已 将 该 枚 举 手 续 进 行 完毕 , 即 
已 穷 举 了 该 枚 举 手 续 , 则 它 所 面 对 和 指称 的 为 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 , 所 以 由 
枚 举 到 穷 举 的 转换 ,就 是 进行 式 (going) 到 完成 式 (gone) 的 转换 ,也 是 由 基础 无 限 
到 实 无 限 的 转换 . 

在 3. 2. 1 节 中 关于 枚 举 手 续 之 例 2 的 讨论 ,以 及 PIMS 的 逻辑 演算 中 关于 量 
词 解释 的 约定 可 知 ,全 称 量词 VY 解释 约定 中 的 “所 有 ?或 "一切 ”所 面 对 和 指称 的 是 
肯定 完成 式 (gone) , 而 枚 举 量词 E 解释 约定 中 的 “每 一 ?或 "“ 任 一 ”所 面 对 和 指称 的 
是 进行 式 (going) 或 永远 是 进行 式 (f-going). 

男 一 方面 ,由 于 PIMS 以 贯彻 二 分 法 原则 ( 开 ) 的 精神 构建 的 , 故 在 PIMS 中 ， 
要 么 有 限 ,要 么 潜 无 限 , 决 不 兼容 实 无 限 观 念 ,而 潜 无 限 必 为 永远 是 进行 式 (f-go- 
ing) ,而 有 限 则 必 能 在 有 穷 步骤 内 穷 举 或 进行 完毕 , 故 在 有 穷 背 景 世 界 中 ,肯定 完 
成 式 (gone) 是 最 根本 的 . 故 由 上 文 所 论 ,既然 全 称 量词 V 之 解释 约定 中 的 “所 有 ” 
或 一切” 所 面 对 和 各 指称 的 是 肯定 完成 式 (gone) ,所 以 全 称 量词 Y 在 PIMS 中 应 属 
于 有 穷 背 景 世 界 Cr ,而 不 属于 潜 无 限 痛 景 世界 CQp ,反之 , 枚 举 量 词 E 之 解释 约定 
中 的 “每 一 ”或 “ 任 --” 所 面 对 的 既然 是 进行 式 (going) 或 永远 是 进行 式 (f-going) ,所 
以 榴 举 量 词 E 在 PIMS 中 必定 属于 潜 无 限 背 景 世 界 Q2p ,而 不 属于 有 穷 背 景 世界 
OF .如 上 所 论 , 也 可 采用 如 下 的 简 记 表述 如 下 : 

E € QQp, 
PIMS 


VY € OF. 
量词 3 的 名 称 是 存在 量词 ,解释 并 读 为 “存在 ”或 有”, 形式 符号 3 该 是 英文 
单字 Exist 演变 而 来 . 
(二 ) 形 式 语 言 Li 中 之 合式 公式 (Wfft) 的 形成 规则 
(1) 单独 一 个 命题 词 是 Ln。 Wff， 
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(2) 阁下， 是 一 n 元 谓词 ,al 、*…、 a 是 任意 nn 个 个 体 词 , 则 F(al »,"**, an) 是 
Le WHE, 

(3) 和 A 是 DL; 的 Wi 二 口 A) 是 Lys Wit， 

(4) A 、B 都 是 Ly Wf 一 (A>B) 、(A A B) 、(AV B)、(AoB) 都 是 Ly Wi， 

(5) Gl(a) 是 Ls. Wf{f, a 在 其 中 出 现 , x 不 在 其 中 出 现 二 VxG(l(rz)、Ex 
G(x) 、 XG(x) 都 是 Ly WH. 

(6) 归纳 定义 ;Ly 的 一 个 公式 A 是 Ls Wi iff A 由 Ly 的 Wf 的 形成 规则 
生成 . 

我 们 将 用 符号 三、 卫 、A 等 表示 任意 的 公式 集 , 即 P” 系统 公式 集 的 元 变 项 . 

(三 )FET 中 配套 于 Le 的 推理 规则 


在 FI 配套 于 Lye 的 推理 规则 中 ,首先 要 保留 P“ 中 配套 于 Ly 的 全 部 推理 规 
则 , 即 有 (Ref)、(r) 、( 一 ) 、(->-) 、(C 一 HT)、 CA) CA CV .CV+)、 Ce )、 
(<>;) . 其 次 还 要 添加 如 下 的 推理 规则 : 

(VYV_)YrA(z) FACc) ， 

(E _) ExzAGCz) FACc) ， 

(E +)PHACo))a 不 在 了 中 出 现 ， 

一 和 FExzACzr) ， 
(了 _)A(Ga) 上 FB,a 不 在 B 中 出 现 ， 
之 xzA(z) 上 B， 

(1)A(a) 上 3xA(Crz)，,，A(z) 由 A(a) 中 人 的 部 分 出 现 蔡 换 为 过 而 得 . 

推理 规则 (V-) 叫做 全 称 量词 消去 律 ,在 经 典 二 值 逻 辑 演 算 中 ,其 涵义 是 指 反 
映 了 演绎 推理 中 如 下 的 推理 思想 , 若 某 学 科 之 论 域 中 的 所 有 个 体 丝 有 茶 种 性 质 时 ， 
则 可 结论 在 该 论 域 中 任 取 一 个 个 体 出 来 , 则 该 个 体 必 共有 该 性 质 . 而 今 在 PIMS 
中 , 因 有 VY € OF，, 故 在 这 里 (VYV-_) 所 反映 的 是 这 样 一 种 推理 思想 ,在 某 学 科 之 某 
有 穷 论 域 中 所 有 个 体 都 具有 某 种 性 质 时 , 则 可 结论 在 该 有 穷 论 域 中 任 取 一 个 个 体 ， 
则 该 个 体 必 具有 该 性 质 . 

面 对 某 学 科 的 潜 无 限 论 域 ( 弹 性 无 穷 集 合 ) 或 实 无 限 论 域 ( 刚 性 无 穷 集 合 ) 中 的 
研究 对 象 x 而 言 ,由 所 有 xz 具有 性 质 P 可 推出 每 一 x 具有 性 质 P ,进而 还 可 以 推 
出 在 论 域 中 无 约束 地 任 选 一 个 对 象 a 具有 性 质 P ,用 符号 表示 即 为 

VzP(zrz) 上 ExzP(z) -Pla). 

其 中 E zxP(z) 与 P(a) ,不 仅 同 为 “ 枚 举 手 续 ”, 而 且 要 么 属于 基础 无 限 的 进 

行 式 (going) ,要 人 么 属于 潜 无 限 的 永远 是 进行 式 (f-going) ,从 而 可 有 
E xP(Cx) 上 FPCa). 
然而 YXTP(z) 是 实 无 限 的 肯定 完成 式 (gone). 面 对 无 穷 论 域 ,由 基础 无 限 的 
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进行 式 (going) 或 潜 无 限 的 永远 是 进行 式 ( 广 going) 反 推 实 无限 (aci) 的 肯定 完成 式 
(gone) 是 不 合理 的 ,因为 肯定 完成 式 (gone) 是 由 进行 式 (going) 中 介 过 渡 (transi- 
tion) 而 来 ,因此 有 如 
P(a) FYzP(zr) 或 EzPGz) 上 上 VzP(zr) 
一 类 思想 规定 根本 不 合理 , 亦 即 如 下 的 
VxP(zx) Pla) 或 YrP(x)| 上 EzxP(z) 
思想 规定 才 是 合理 的 . 这 就 是 说 ,用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 工 具 来 考察 二 值 逻 辑 演 
算 中 的 全 称 量词 引入 律 
上 -A(a),a 不 在 本 中 出 现 , 二 TT 上 YrxAlz) (V+) 

时 ,不 难看 出 其 中 隐 性 地 贯彻 了 一 种 不 合理 的 思想 规定 (请 参阅 3. 2. 2 节 ,3. 2. 3 
节 与 3. 4. 1 节 ). 故 不 仅 在 PIMS 中 ,即使 在 今后 构建 新 的 实 无 限 数学 系统 时 ,都 应 
把 CY.) 弃 之 不 用 . 其 实 逻辑 演算 中 的 一 些 推理 规则 ,也 是 从 演绎 推理 中 抽象 出 
来 ,并 加 以 形式 化 的 . 而 在 演绎 推理 时 代 , 对 两 种 无 限 的 区 别 和 联系 , 尚 不 完全 明 
确 , 也 没有 两 种 无 穷 的 严格 定义 ,更 没有 分 离 出 进行 式 (going) 的 基础 无 限 (eli). 所 
以 在 涉及 无 穷 观 的 推理 层面 上 , 尚 包含 一 些 不 合理 的 因素 是 可 以 理解 的 . 至 于 对 有 
穷 刚 性 集合 而 言 , (V+) 还 是 可 以 使 用 的 ,但 为 避免 引起 混淆, 我 们 在 PIMS 中 的 
逻辑 演算 中 ,还 是 将 (VY+ ) 排斥 掉 . 然而 对 有 穷 刚 性 论 域 而 言 ,全 称 量词 V 却 不 可 
不 用 ,为 之 ,我 们 还 是 保留 了 (V_) 这 一 推理 规则 的 使 用 . 

推理 规则 (E - ) 叫 做 枚 举 量词 消去 律 : 因 在 PIMS 中 有 E € Qp，, 故 在 PIMS 
中 ,(E-) 所 反映 的 是 如 下 的 推理 思想 ,如 果 某 学 科 之 某 一 潜 无 限 弹性 论 域 中 的 每 
一 个 个 体 总 有 某 种 性 质 时 , 则 可 绪论 在 该 潜 无 限 论 域 中 任 取 一 个 个 体 出 来 , 则 该 个 
体 必 具有 该 性 质 . 

推理 规则 (CE + ) 叫 做 枚 举 量词 引信 律 : 因 在 PIMS 中 有 E € Qp, 故 在 PIMS 
中 ,(E+) 所 反映 的 是 如 下 的 推理 思想 , 即 在 某 学 科 的 某 一 潜 无 限 弹 性 论 域 中 , 如 
果 不 受 任何 约束 地 任 选 一 个 个 体 a ,总 能 在 某 种 前 提 下 推出 a 具有 性 质 A 时 , 则 我 
们 就 结论 在 同样 的 前 提 下 ,可 推出 该 潜 无 限 弹 性 论 域 中 的 每 一 个 个 体 总 具有 性 质 
A .选取 个 体 a 时 不 受 任何 约束 很 重要 ,特别 是 不 受 推出 它 有 性 质 A 的 前 提 的 
约束 . 

推理 规则 《3 了 -) 叫做 存在 量词 消去 律 ,由 于 PIMS 是 在 贯彻 二 分 法 原则 ( 了) 
( 即 上 Qe V OP ) 的 精神 下 构建 的 , 故 在 PIMS 中 , (3-) 所 反映 的 是 这 样 一 种 推理 思 
想 .如 果 某 学 科 的 某 个 有 穷 论 域 或 潜 无 限 弹 性 论 域 中 任 选 一 个 个 体 a ,只 要 a 具有 
性 质 A ,就 能 推出 结论 B ,那么 在 肯定 该 有 穷 论 域 或 潜 无 限 弹 性 论 域 中 存在 着 具 
有 性 质 A 的 个 体 情况 下 ,就 必 能 推出 结论 B. 在 此 还 应 指出 ,对 于 个 体 a 的 选取 是 
不 受 任何 约束 的 ,特别 是 不 受 那 个 被 推出 的 结论 B 的 约束 . 
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推理 规则 (3 了 + ) 叫做 存在 量词 引入 律 :在 PIMS 中 ,如 果 已 知 某 论 域 ( 有 和 穷 论 
域 或 潜 无 限 弹性 论 域 ) 中 之 个 体 w 具有 性 质 A , 则 就 结论 该 有 穷 论 域 或 潜 无 限 弹 性 
论 域 中 确实 存在 着 具有 性 质 A 的 个 体 . 

为 了 方便 ,我 们 将 公式 集 2 = 二 ‘Ao, 4 ，…， A, 1，Ax) 直接 写成 公式 序列 的 
形式 : A。，Ai,，…，A, 1，Ai . 当然 ,因为 是 集 , 所 以 序列 中 的 公式 的 次 序 是 没有 
关系 的 . 这 样 , {Ao, Ail,…, A,1,Ai:) 上 -B.、EU {A} 上 FB、5US 上 B 可 以 分 
别 表 示 为 A。， Al， “9 A，1， Ai; FB 、 之 ,A -B 、 乙 ， 了 上 F 吾 . 

将 互 上 4 ,…, 5 上 上 A, 简 记 为 3 上 上 Al ，…，A,. 

定义 7 公式 A 在 谓词 逻辑 FW 中 由 公式 集 5 形式 可 推演 (符号 记 为 
上 A), 当 且 仅 当 3 目 A 能 由 有 限 次 使 用 推理 规则 而 生成 . 

如 果 5 上 A , 则 称 公 式 A 是 3 的 语法 后 承 . 

定义 8 如 果 公 式 A 由 名 形式 可 推演 , 则 称 公 式 A 是 可 证 明 的 .由 名 到 和 AA 形 
式 可 推演 的 一 个 公式 序列 称 为 公式 A 的 一 个 证 明 . 如 果 公 式 A 是 可 证 明 的 , 则 称 
公式 A 为 下 系统 的 定理 ,符号 记 为 上 A. 

定理 4 如 果 5 上 A , 则 存在 有 限 集 5” ,3* C3(3" C35), 使 得 3" FA. 

(四 )FPN 的 语义 

定义 9( 模 型 ) ”一 阶 语言 PIMS 的 一 个 模型 驳 是 一 个 三 元 序 组 

< AM，( 民 jicr， (am }rer >. 
它 由 三 部 分 构成 : 
(1) 一 个 非 空 的 有 穷 集 合 或 者 潜 无 限 弹性 集合 M , 称 为 模型 的 骂 的 论 域 ; 
(2) 观 (R,) CM CC 叫 CR) CM ) ,对 于 PIMS 中 的 每 一 个 nn 元 关系 符号 R;; 


(3) 于 (qi) € M( 嘱 (ww) € M ), 对 于 PIMS 中 的 每 一 个 常 元 符号 
定义 10 设 中 是 一 个 模型 ,模型 观 (a;/m;) 指 的 是 ， 
Ji(e) ,如 果 ww 关 aj; 
m; ,如 果 ww 二 a. 
定义 11{ 公 式 的 基本 语义 定义 ) 设 骂 是 一 个 模型 , A 是 一 个 公式 ,满足 下 列 
条 件 的 驳 称 为 FI 模型. 
(1) Mp;) € {0, 1}; 
(2) 及 (Fa mad)) 二 1, 当 上 是 仅 当 二 WM(a1),…， 和 MR(a,) >>€ 


Ma;/m; ) Cw) -一 | 


OD 在 此 ,我 们 引入 表 示 和 集合 与 其 元 素 x 之 间 关系 的 符号 . 当 卫 是 一 个 有 穷 集 合 时 ,集合 卫 与 其 元 素 > 


之 间 的 关系 符号 表示 为 xE53; 当 是 一 个 潜 无 限 集合 时 ,集合 与 其 元 案 x 之 间 的 关系 符号 表示 为 rES 
详细 论述 请 见 本 书后 续 : 潜 无 限 数学 系统 (TV ) -一 -集合 论 基 础 . 下 同 . 


4.2 ” 潜 无 限 数学 系统 (下 ) 一 一 逻辑 基础 之 形式 系统 


ve 一 -~ 一 一 -~ -~ ~-~- 一 一 -~ 一 -~- 一 -~ 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 上 mr 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 < 下 呈 夺 一 站 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


MF) (TM), 1, Mla,) >E MFY) ); 

(3) 路 (一 A) 二 1 , 当 有 目 仅 当 驶 (A) 一 0 ; 

(4) (A 一 B) = 1 ,当日 仅 当 驶 (4) 一 0 或 者 跑 (B) 一 1; 

(5) CA V B) 一 1 , 当 且 仅 当 办 (4) = 1 或 者 M(B)= 二 1; 

(6) MC(A A B) = 1 , 当 且 仅 当 驶 (A) = 1 并 且 双 (B) 一 1; 

(7) (Ae>B) 一 1 , 当 上 日 仅 当 “ 骂 (A) =1 并 且 路 (B) 一 1? 或者" 嘱 (A) =0 
并 且 叶 (B) = 0?”; 

(8) 如 果 骂 (Yx A(z)) = 1 ,那么 对 于 每 一 mE M (m € M), 都 有 
Ma,/m)(A(a,))=1; 


(9) 嘟 (3z A(z)) = 1, 当 且 仅 当 存 在 m EeE M (m € M), 使 得 
Ma,/m) (Ala))=1; 


(10) MC(E x A(x)) 
Ma,/m) (A(a,)) = 1. 
定理 5 设 装 是 一 个 F" 模型, A 是 任 一 公式 , 则 
MA))E {1,0}. 
定义 12( 可 满足 性 ) 设 A 是 公式 , 王 是 公式 集 . 称 A 是 可 满足 的 , 当 且 仅 当 存 
在 一 个 下 “模型 观 ,使 得 观 (A) = 1 ; 称 5 是 可 满足 的 ,当量 仅 当 存在 一 个 FM 模型 


,使 得 对 于 任何 B ,如 果 BE 3(CBESE), 则 骂 (B) = 1 , 简 记 为 匆 (5) = 1. 
定义 13( 有 效 性 ) 设 A 是 公式 . 称 A 是 有 效 的 , 当 且 仅 当 对 于 任 一 FI 模型 
MM, 都 有 MM(A)==1. 
定义 14 设 A 是 公式 ,> 是 公式 集 . A 是 5 的 语义 后 承 , 记 作 
ZFA， 
当 且 仅 当 对 于 任何 FIN 模型 观 , 观 (5) 一 1 更 涵 吕 (4A) = 1. 
显然 ,如 果 名 上 A , 当 且 仅 当 4 是 有 效 式 . 
定理 6 
(Ref)A FA ， 
(TEA,AFA =r FA, 
Tm AEFB,— BT EA, 
(—_ )A ~— B,AFB, 
(> )T,AFB PFA 一 了 3， 
(A_)AABEFA,B, 
(人 + )4,BFAA 人 BEB， 
(V_)AFHC,BEC =A V BEC, 


1 , 当 且 仅 当 对 于 每 mE M(m EM), 都 有 
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(Vi AFAYV B,BY A, 
(«>») Ae=>B,A FB, 
Ao=B,BEA, 
(=)T,AFB,T,BEFA Sr FA*>B, 
(V_)VzA(Cr) 上 FACa) ， 
(E _) ExA(x)FA(a), 
(E ,) 工 FA (a),a 不 在 矿 中 出 现 ， 
TFE xA(z), 
(了 -)A(a) 上 FB,a 不 在 B 中 出 现 ， 
一 了 7zA(Zz) FB， 
(村 NAGa)F3zA(Gz) , A(x) 由 Ala) 中 a 的 部 分 出 现 替 换 为 x 而 得 . 
证 明 我 们 只 其 中 涉及 量词 的 部 分 . 
(1) VrzA(Cz) 上 A(Cc) ， 
假设 VYzA(Cz) 上 A(Cc) 不 成 立 , 则 存在 下 天 模型 鸡 ,使 得 


JiCVzA(Cz)) 一 1， 中 
但 是 
M(A(a)) 一 0， 2 
而 由 册 可 得 
对 于 任意 mE M (mE€ M), 都 有 (a;/m)(A(a)) = 1， 四 
因此 ,对 于 (a) E M (MM(a) E M), 有 和 MCa, /WM(a)) (A(a,)) = 1, 
即 有 
Ma /Ma)) a) € Ma /Ma)) CA), @ 


(C Ma; /Ma)) a) € Ma /Ma)) (A) )， 
而 MCa; /Ma)) a) = MO) , Ma, /M0)) A) = MA), 
所 以 有 


M(a) € MA) (Ma) € MA) )， © 

因此 
DA(a)) = 1. 

@ 和 矛盾 . 假设 不 成 立 . 
所 以 ，VzA(Cz) 上 A(Ca) . 
(2) E xA(zx)F A(a). 
证 明 与 (1) 类 似 . 略 . 
(3) FA(a) ,a 不 在 5 中 出 现 5> 上 EE zA(Cz) . 
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-= A 


假设 了 FA(a) (a 不 在 3 中 出 现 ) 成 立 , 而 5 上 FE zA(Cz) 不 成 立 . 则 
存在 FT 模型 完 ,使 得 


M(E) = 1， 中 
但 是 
ME zxAGz)) 一 0， © 
由 人 @ 可 得 : 
存在 mm E M (m E M ), 使 得 缴 (a/m)(A(a)) = 0， @ 
因为 a 不 在 3 中 出 现 , 所 以 由 入 可 得 
Ma/m) (ZE) = 1， (4) 
因为 EF 上 FA(a) (a 不 在 3 中 出 现 ) ,所 以 有 
Ma/m) (A(a)) = 1. @©) 


和 矛盾 . 假设 不 成 立 . 

所 以 , 5 上 FA(a) ,a 不 在 5 中 出 现 志 3 上 FE zA(Cz) . 

关于 存在 量词 推理 规则 的 有 效 性 证 明 与 经 典 逻 辑 相同 , 略 . 

定理 7 在 F*" 中， 

(1) FVxzP(zr) — Pla); 

(2) 上 -YrP(r)—> EE xP(lxr); 

(3) EE xP(l(r)—> VrP(x). 
| 4.3 ” 洪 无 限 数学 系统 ( 正 ) 一 一 逻辑 基础 之 元 理论 

在 本 节 中 ,我 们 将 在 4. 2 节 的 基础 上 ,证 明 潜 无 限 数学 系统 的 逻辑 形式 系统 的 
可 靠 性 和 完全 性 . 

定理 8 (FT 可 靠 性 定理 ) 

(1) 如 果 王 上 A ,那么 了 FA 

(2) 如 果 上 A ,那么 FF A. 

证 明 

(1) 施 归纳 于 5 上 A 推演 的 长 度 W (计算 推演 程度 时 除外). 

基 始 : 当 . 光 三 1, 此 时 推演 可 分 别 由 规则 (Ref) 、(--)、(CA-) 、(CA+) 、 
(V+) 、 (一 )、(V_) CE-)、(3+) 直接 得 到 , 根据 定理 6, 显然 有 EA. 

归纳 步骤 :假设 当 一 & 时 ,定理 成 立 .那么 当 UV 一 &A 十 1 时 . 此 时 推演 可 由 规则 
(Ref)、(>_)、CA-)、(A1)、(V41)、(_)、(V_)、(E-)、(3+) 直接 得 
到 . 根据 定理 6, 显然 有 了 FA 

推演 也 可 能 从 其 他 规则 得 到 ,那么 根据 归纳 假设 和 和 定理 4, 同 样 有 YFA . 

(2) 是 (1) 的 特殊 情形 . 


143 OO 


”第 4 章 潜 无 限 数学 系统 
定义 15( 协 调 性 } 公式 集 是 协调 的 , 当 且 仅 当 不 存在 公式 A ,使 得 十 A 
并 有 晶 5 上 一 A. 
显然 ,协调 性 是 一 个 纯 语 法 的 概念 . 
定义 16 公式 集 王 是 潜在 性 极 大 协调 的 , 当 且 仅 当 三 满足 : 
(1) 是 协调 的 ; 
(2) 对 于 任何 A 4g 5 (A gg 5),3U {A} 是 不 协调 的 . 
定理 9 设 5 是 潜在 性 极 大 协调 集 . 对 于 任何 公式 A ,三 上 A 当 且 仅 当 A E53 
(AEESE). 
证 明 : 假 设 AE 53(AEZ), 则 显然 有 | 和 A. 
假设 三 上 A .如果 A 5(AKG5), 那 么 因为 是 潜在 性 极 大 协调 的 ,于 是 有 
5 U {A} 是 不 协调 的 ,因此 存在 公式 了 ,YU {A} 上 B 并 晶 B3U {A} 上 一 B , 因 
此 有 一 A .这 与 玉 是 协调 的 相 了 矛盾 .因此 A E53(AE53). 
定理 10 设 荆 是 湾 在 性 极 大 协调 集 . 对 于 任何 公式 4A,Y 上 一 A 当 上 且 仅 当 
shA. 
定理 11 任何 协调 的 公式 集 都 能 够 扩充 为 潜在 性 极 大 协调 集 ， 
证 明 设 王 是 任 一 协调 的 公式 集 . 今 
[ 六] : A， 9 A， 9 As; 9 
是 PIMS 中 任意 一 个 公式 都 能 被 包容 进去 的 湾 无 限 弹性 序列 . 我 们 定义 一 个 
公式 集 的 潜 无 限 弹 性 序列 So 9 之 ] 9 2 9 ”” ”9 Do ,20 下 : 
(1) 5 =53,， 
2) 5 人 出 如 时 台 4Am) 是 涟 调 的 , 
” zz ,否则 . 
于 是 有 
(3) 二 CTC Dr (CB, 所 三， ) ， 


(4) 对 于 任 一 n(E€ w) , 5, 是 协调 的 . 
令 5" 一 US .那么 有 
nH 


(5) ECE (SECH ), 

(6) ”是 潜在 性 极 大 协调 的 . 
下 面 证 明 (6). 

先 证 ”是 协调 的 . 假设 2* 不 是 协调 的 . 那么 存在 公式 B ,使 得 了 |B ,并 
有 旦 3* 上 一 吾 .根据 定理 4 可 知 , 存 在 了 中 的 有 限 个 公式 Bi Be ,**, 
Bi ,使 得 
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(7) Bi 9""", B, 上 如 
(8) Be ,*%, Bean- —B. 


所 以 ， (B; 9 "ys B,， 机 Bn} 是 不 协调 的 . 设 B € Zn ( 忆 ; E 5, ) (li 十， Hi; 
€ Cw) ), 令 7 一 Imax(7721 ， "sg Pls "ys Men ) . 由 (C3) 可 得 ， {B 9 "3, 应 ， ”9 BC 
工 ( {Bi1，…， Bi，…，Biw}) 己 5 ), 因 此 5 是 不 协调 的 .这 与 (4) 了 矛盾. 所 以 ,3 
是 协调 的 . 

再 证 3* 是 潜在 性 极 大 协调 的 . 假设 公式 C 4 5*( C 4 5* ) ,那么 根据 5* 的 
定义 可 知 对 于 任 一 nC(E€ w) , C & 怠 《( CE 5). 假设 在 序列 [※] 中 ,C= 二 Aj . 根 
据 ;i 的 构造 可 知 , 2; J {C} 是 不 协调 的 . 因为 如 果 协 调 2; U {C} ,; 则 3141 二 
UU{C}) ,因此 CE Bi( CE Sn ) ,这 与 对 于 任 一 n(E€ w) ,CHEE,( CES, ) 秘 盾 . 
这 样 ,因为 己 3* (5 己 3* ), 所 以 5* UTC) 是 不 协调 的 . 

因此 , 5* 是 潜在 性 极 大 协调 的 . 

定义 17 一 阶 语 言 PIMS 是 在 一 阶 语言 PIMS 中 增加 一 列 新 的 常 元 符号 : 

Ul、 Ua 
而 构成 . 

我 们 用 w 、v .w 表示 任意 的 新 常 元 符号 . 

定义 18 设 了 是 PIMS 中 的 公式 集 . 称 三 有 存在 性 质 , 当 且 仅 当 对 于 任何 存在 
公式 3zA(z) ,如 果 3 了 JzAGz EE(03zA(z) € 3), 则 存在 w 使 得 A(w) E 


5S(Al(u) € 3). 

定理 12 设 了 是 PIMS 中 的 公式 集 , 且 3 是 协调 集 , 则 Zz 能 扩充 为 PIMST 中 
潜在 性 极 大 协调 集 5* ,并 日 >* 有 存在 性 质 . 

证 明 因为 PIMS™ 中 公式 集 是 潜 无 限 弹 性 集合 或 潜 序 列 , 所 以 由 任意 存在 公 
式 构 成 的 它 的 无 穷 子 集 也 是 潜 无 限 弹 性 集合 或 潜 序 列 . 令 

(1) JzAi(z) 、 jxzA(rz) 、 ITA (zr) .IrAa(r) 
是 这 个 子 集中 每 一 元 素 的 任 一 排列 . 

定义 PIMS” 中 公式 集 5 的 潜 无 限 序 列 如 下 : 

So 122 D3、 a. 

令 巴 二 5. 

取 (1) 中 的 第 一 个 存在 公式 3 x Ai(x) .因为 3xAi(zx) 的 长 度 是 有 限 的 , 因 
此 我 们 总 能 找到 某 个 w ,使 得 w 不 在 3xAilx) 中 出 现 . 因为 马 二 ,所 以 也 
不 在 中 出 现 . 令 

ES=3U {IrA(r)—> A )}. 
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二 一 一 一 一 一 一 -= 


假设 已 经 定义 出 马 ， 怠 ,…, 5 . 取 (1) 中 的 存在 公式 3zA(Cz) .因为 
{uw1、w2、"…us) 是 潜 无 限 集 , 并 目 在 每 个 5;(1 声 i 声 n) 中 出 现在 jxA;(x) 中 
的 新 常 元 以 及 在 A;(w ) 中 用 去 的 新 常 元 都 是 有 限 的 ,所 以 ,我 们 总 能 找到 某 个 vw ， 
使 得 v 不 在 3xA.n (zx) 中 也 不 在 世 , 中 出 现 . 令 
Sn=5, UU {zrAm(r) > Am(v))}. 
显然 ， 


(2) 对 于 任 一 n(n € WwW) ,Dn CC Ent ; 


(3) 对 于 任 一 n(n € w) , 5 是 协调 的 . 

对 于 (3) 可 以 通过 归纳 证 明 . 

归纳 基 始 : 3 是 协调 的 . 

归纳 步 又 .假设 5 是 协调 的 . 如 果 34 不 是 协调 的 ,那么 有 

3 上 一 33zACz) — Amlv )), 

5, 上 3zACz) A 人 一 AN )， 

zz FEX3qzAGz) A 一 ATCy))， 

3 上 FEyC3zAHGCz) AAAHNGOD)) 一 (3zACz) 人 人 Ey 一 AD(Cy))， 

p> -3zrAn lz) A E yA ly), 

5 -IxAmlz) A E x7TAmlz), 

p> -jrAn lr) A7 jrAmtlz), 
这 与 归纳 假设 3 是 协调 的 相 矛 盾 . 因此 5 是 协调 的 . 

令 = 二 U3, , 则 王 是 协调 的 . 假设 不 是 协调 的 . 那么 存在 公式 B ,使 得 

nn 
3 上 FB ,并 且 王 上 一 号 .根据 定理 4 可 知 ,存在 允 中 的 有 限 个 公式 Bi ,…, B,， 
Pi Bi ,使 得 
B ,，…, B, 上 -B, 
Ba, Be FF7B. 

所 以 ， {Bi1， “"”, B,,， “"", Br} 是 不 协调 的 . 设 B; E 5m (liQk+L, m; EE w) ， 


邻 m 二 max(72l ，…，712 ，，…， men) . 由 (2) 可 得 ，{Bi,…,，B,,….， Bin} 


Sn CB, Bi, *…, BE 了 ), 因 此 5 是 不 协调 的 . 这 与 (3) 了 矛盾 . 所 以 ,> 
是 协调 的 . 

由 定理 11 可 知 , B 能 扩充 为 潜在 性 极 大 协调 集 5* 和 Form(LR+ ) . 

最 后 证 明 2* 具有 存在 性 质 . 

对 于 PIMS 中 的 任何 存在 公式 3zA(z) € 353” , 设 3xA(z) 在 序列 (1) 中 为 
3xAi(x) ,因此 存在 ， 
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JrAir) 一 AD) EB (IrAz) > Alu) € EB), 

所 以 有 
jrAslzx) > Arlu) € 3’, 
5* | I3zAlx) — A lu), 
5* | IzrAlz), 
5* | 上 A,(wu )， 
Ai(u’) € 5*, 

因此 , >* 具有 存在 性 质 . 

定理 13 设 是 具有 存在 性 质 的 潜在 性 极 大 协调 集 , 令 M = 二 (a ja 是 三 中 出 
现 的 常 元 . ) , 则 


(1) A € 5(A € 5) 当 H 仅 mAG 5 A 3); 

(2) (4 一 B)EY(C(A 一 B)E), 当 上 且 仅 当 AE3(CACEZE) 或 者 BE 5(B 
€ 3); 

(3) (4AVB)EZ(CCOAVB)E3E), 当 上 且 仅 当 AE3(CAE3) 或 者 BES(CB 
€ 5 ); 

(4) (A A B)E 5((AAB)ES),3EH 人 ronAE ET(AES)¥E BE EB 
€ 2); 

(5) (Ae>B) €E 5( (AeB) €E 5 ),BH 人 roa AE E(AES)¥HE BE SB 
E55) 或 者 A ¢ 5(AG5)¥fH BG 5(BEGS5)”; 

(6) 如 果 VzA(zr) EECVzA(C) E55), 那么 对 于 每 一 a€ M (a€M)， 
都 有 Ala) € 5 (Ala) € 5); 

(7) 3zA(z) E535(IzrACr) ES5), 当 且 仅 当 存在 a€ M (a E M), 并 且 
Ala) €E 5 (Ala) E53); 

(8) E zxA(xr) E53(ExA(r) ES),YH 人 oY 于 每 一 a€ M (a € M), 
都 有 Ala) € 5(Ala) EE). 

证 明 

(1) 先 证 一 AE 5( 了 -AE5) 二 A 5(AECS5). 假 设 -AE5(-AES, 
如 果 AE5C(AESE), 那 么 有 5 上 A 并 且 5 上 一 A ,因此 三 是 不 协调 的 ,这 与 了 是 
潜在 性 极 大 协调 集 韦 盾 . 因此 A 4¢ 5 (A 4 3). 
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再 证 AcdEY(CAECY)>-AEYE(CnAEE). 假 设 AEE(CAEE) ,如果 


-AgEE(CnACEE), 则 3U {A} 是 不 协调 的 并 且 3 U {一 A} 是 不 协调 的 . 那么 
根据 定理 9 的 证 明 中 有 3 上 一 A 并 且 3 上 一 一 A ,那么 5 是 不 协调 的 ,这 与 > 是 潜 


在 性 极 大 协调 集 矛 盾 . 因此 一 A € 5 (一 A € 5). 

(2) 如 果 A 一 BE5(A->BES5S) 并 有 AE€E5(AES), 那 么 有 5 上 -A 一 
B 并 且 5 上 A ,所 以 有 5 上 B ,根据 定理 9 可 得 B€ 5(BE S53). 

如 果 A 一 BG5(A->BG 53), 那么 根据 (1) 有 一 (A 一 B) E535( 一 AB) 
E 5) ,根据 定理 9 可 得 5 上 一 (A -> B) ,所 以 有 ZE 上 A 并 且 5 上 一 B ,根据 定理 9 
可 得 AE5(AESE) 并 且 一 BES(mBES), 所 以 根据 (1) 有 AE5(AES) 
但 是 Bg 5C(BEGS). 即 有 ;并 非 如 果 AE5(AES5S), 那 和 BE5(BESE). 

(3) 假 设 (A VB)E5((AYVB)ES), 但 是 A4g5(AG5) 并 H BG 5(B 


G5). 因 为 A4g5(AGE), 由 (1) 可 得 一 AE€5( 一 AE€5S), 因 此 由 定理 9 可 得 : 
5 上 一 A. 同 理 可 得 : 5 上 -一 B ,因此 有 5 上 一 A 人 一 B ,进而 有 了 上 一 (CAV B). 


同样 由 定理 9 可知 :一 (A V B) E53( 一 (A VY B) E53). 又 因为 (AV Byes(AYVB) 


E 习 , 由 此 可 得 不 协调 . 
这 与 卫 是 潜在 性 极 大 协调 集 相 了 矛盾 ,所 以 假设 不 成 立 . 因此 : 


如 果 (AVB)E5((AYVB)ES5S), 那 么 AE5(AESE5) 或 者 BE 5(BE 
5 ). 


假设 (A V B) 4 5((AYV B)G5), 但 是 AE5(AES) 或 者 BE€E5(BE 
3). 因为 (AV B)g5(C(AYV B)G53), 根 据 (1) 可 得 一 (AV B)E5(AYV B) 
E 5 ), 因 此 由 定理 9 可 得 :上 一 (A V B) ,因此 有 5 上 一 A 人 一 B ,进而 有 三 上 
一 A 并 且 5 上 一 B. 同样 根据 定理 9 可知 : AE€E5( 了 了 AES5S) 并 且 一 BE 
5(BES). 根 据 (1) 可 知 : A 4 (A 《4 5) 或 者 B45(BG3), 这 与 A€ 
3(AE3) 或 者 BE 了 (CBE 了) 相 矛 盾 . 

因此 :如 果 AES5(AES) 或 者 BE€E5C(BES), 那 么 (AV B)€Es((AV 
B) € 5). 

(4) 假 设 (A A B)E 5C(C(AAB)ESZ), 则 5 上 A 人 B ,进而 有 :5 上 A 并 有 
5 上 B. 央 此 由 定理 9 可 知 : A€E 5(AE5) 并 有 BE€E5(BES). 
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假设 AE5(AES5S) 并 且 BE5(BESZS), 则 5 上 A 并 且 3 目 B ,进而 有 : 


.5 上 A 人 B., 因 此 由 定理 9 可 知 : (A A B)€E 5((AA B)Ez). 
(5) 先 证 之 . 


假设 (AB) €E 5( (A»B) E55), 并 且 并 非 *A€E5C(AE5) 并 且 BE 5B 
E535)”. 由 并 非 "AE5(AES) 并 HB BE 5(BES)” 可 得 : A ¢ 5(A¢G5) 
或 者 BE 5(BESE). 

假设 A € 5 ( A Gg 5 ), 根 据 (1) 可 得 一 A E353( 一 A E55), 因此 有 5 上 一 A. 
由 (A>B) €E 5((AeB) E53) 可 得 :5 上 Ae>B. 所 以 有 5 上 一 B ,因此 有 一 BE 
(一 B E53 ), 根 据 定理 9 可 得 : B 4 5( B&G5). 进 而 有 : A 4 5(A 攻 5) 并 且 
BE¢5(BG¢5)¥HBE¢E(BES). 

假设 B ¢ 5 ( B gg 5 ) ,同样 可 证 : A 4 5(A G5) 并 H Bg 5(BEGS5). 


所 以 总 有 : A & 5(A 5) 并 Bg5(BEGS). 
因此 有 : 


如 果 (Ac B) ESY((4<>B) E3), 那 么 AcEYCAEY) 并 且 BEY(CBE 


5)" 或 者 A g 5(AG5) 并 HH BE 5(BEGS)”. 
再 证 二 ， 


假设 AE 5(AES) 并 HL BE 5(BES)” 或 者 A ¢ 5(AEG5) 并 HB 
¢ 5(BEGSE)”. 则 . 


倘若 AE5(C(AES) 并 且 BE€E5C(BES5), 则 有 3 | 上 A 并 且 5 | 上 B ,进而 有 
SHFAAB, 而 A 和 A B 上 上 -AB ,所 以 有 ZE 目 Ae>B ,根据 定理 9 有 (A>B) E 


5s((AeB) E535). 
倘若 A 4g 5(AG5) 并 HL Bg 5(BEGC5), 则 有 一 AEC5( 一 AE5) 并 且 
-BES5S(-mBES), 因 此 有 S| 一 A 并 有 3 | 一 B ,进而 有 5 | 上 一 A 人 一 B ,而 


一 A A 一 B 上 AB ,所 以 有 5 上 AeB ,根据 定理 9 有 (AB) €E 5( (CAB) e 
5). 


所 以 ,不 论 哪 种 情况 均 有 : (AB) € 5( (Ae>B) EE 5). 
(6) 假 设 YrA(r) E535(C(YrA(r) E53), 但 是 存在 常 元 a€M(aE€EM), 并 
有 A(a) ¢ 5(Ala) G5). 则 . 
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因为 Vx A(x) EECVzAGCz) ESES), 所 以 了 上 上 YVzAGCz)， 又 因为 ; 
VzA(z) 上 Ala) ,所 以 有 3 上 A(a) ,根据 定理 9 可 得 : A(a) €E 5( Ala) € 3). 
这 与 A(a) 4 5( A(a) 4 5 ) 相 矛盾 . 所 以 假设 不 成 立 . 因此 : 

如 果 VxACr) EYCVzA(Czr) E55), 那 么 对 于 每 aE M(aE€M), 都 有 
Ala) EE( Ala) E53). 

(7) 假 设 3zA(z) €E 5( 3zAlzx) € 3), 则 因为 是 具有 存在 性 质 的 潜在 
性 极 大 协调 集 ,所 以 存在 a E M (a E M ), 使 得 Ala) €E 5( Ala) € 3). 


假设 存在 a € M (a E M), 并 上 且 A(a) € 5 (A(a) € 5). 则 根据 定理 9 有 
上 FA(a) ,又 因为 : A(a) 上 3zA(Gz) ,所 以 有 S53xA(z) .同样 根据 定理 9 可 


得 : 3xA(zr) €E 5( IrA(r) €E 3). 

(8) 假 设 E xzA (xz) €E 5( 93xA(z) € 353), 则 根据 定理 9 有 5 上 ExACz)， 
而 对 于 每 一 a €E M(a€EM), 有 ExzA(zr) 上 Ala) ,所 以 有 3 上 A(a) . 同样 根据 
定理 9 可 得 :对 于 每 a €E M(a€M), 都 有 Ala) € 5(Ala) € 5). 

假设 E xzA(x) 4 53(E xzAC(zr) 区 3), 则 根据 (1 有 一 E xA(x) € 5( 一 E 
zxA(r) E35), 因 此 有 5 上 一 E zA(z) ;因为 一 E zA(Cz) 上 3x 一 A(zx) ,所 以 有 
3 上 zmA(z) ,因此 3x 一 A(x) E53( x-A(z) E53). 因 为 5 是 具有 存在 性 
质 的 潜在 性 极 大 协调 集 ,所 以 存在 a € M (a € M ), 使 得 一 A(a) E 5 (一 Ala) € 


5 ). 根据 (1) 可 得 ;存在 a € M (a € M ), 使 得 A(a) ¢ 5 (Ala) & 5). 
定义 19 由 具有 存在 性 质 的 潜在 性 极 大 协调 集 3 产生 的 .MU* 是 这 样 构成 的 : 
(1)M* 二 {a* |a 是 3 中 出 现 的 常 元 }; 


(2) 对 于 任 一 个 体 常 元 a , 驶 * (a) 一 a* EM (a* € M:'); 
对 于 任 一 常 元 ,Mm* (ww) = 二 uw* EM* (wu* € M’); 
(3) 对 于 任 一 nn 元 关系 符号 R 和 任意 常 元 a ，…,a* € M* (a: EM )， 
Zars ,a >E MR)Lat, ,a >E MM (R)) 
Ra yas) EE* ORG ,an) € 5*). 
(4) 对 于 任 一 pi ，p; € 2*( p; € 5” ) 当 且 仅 当 味 (p;) 一 1 
定理 14 对 于 任 一 常 元 c ,MU*(c)=c* EM (c* EM:). 
定理 15 对 于 任何 公式 A , 令 骂 "(4) = 1 当 目 仅 当 A € 53* (AE€ 3" ). 则 
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I 是 一 个 FM 模型 . 

证 明 

根据 定义 9, 显然 路” 是 一 个 模型 . 下面 验证 饥 ” 是 一 个 产 关 模型. 

(1) M* (pp) € {0, 1). 

因为 2” 是 潜在 性 极 大 协调 集 , 所 以 或 者 p; € 5* (pp; € 5* ) 或 者 p; 
5* (p; GC 5* ). 根 据 定义 19, 显 然 有 纲 * (p;) € (0, 1}. 

(2) MR* CFr(a，… ,an)) 二 1, 当 且 仅 当 二 WM* (4), … ,NM*(a,) 人 GE 
M* (Fr) (CM Ga), ,Ma,) >E M* (Fr) ). 

因为 : 纲 * (F(a ，…, as)) 二 1 当 且 仅 当 F(a, ar) E53* (F(a, …, 
a,) € 53* )， 

当 目 仅 当 过 af ; ,ar >E MM* (FY) (<ar, ,a >E MF) )， 

当 有 目 仅 当 过 "(a0),…, 对 (a,) >E€ MM’ (FY), 

(MR a) Wi a) >E MWM* Fr) ). 

(3) 及” 中 A) = 1 , 当 且 仅 当 器 (4) = 0. 

因为 观 * (一 A) == 1 当 目 仅 当 一 A E€E 5* (一 AES )， 

当日 仅 当 A Gg 5* (A G5 ), 

当日 仅 当 骂 * (A) = 0. 

(4) WM* (A -> B) 一 1, 当 上 且 仅 当 豚 (4A) = 0 或 者 纲 * (B)==1， 

因为 观 * (A -> B) = 1 当 有 日 仅 当 (A 一 B)E5*((A >B)ESs: ), 

当日 仅 当 A g 5* (A Gg 53* ) 或 者 BE 5 (BES )， 

当 且 仅 当 驶 * (A) 二 0 或 者 路 *(B) = 1. 

(5) "CA V B) 一 1, 当量 仅 当 驶 (CA) = 1 或 者 只 (B)=1， 

因为 观 * (A VY B) = 1 当 且 仅 当 (AV ByE5*((AYV BES )， 

当 目 仅 当 A E535" (AES' ) 或 者 BE 5 (BES ), 

当日 仅 当 纲 * (A) 一 1 或 者 嘱 *(B) 一 1. 

(6) Dt* (A A B) = 二 1 , 当 目 仅 当 加 * (A)=1 并 且 *(B8)=1. 

因为 骂 " (A A B) 一 1 当 且 仅 当 (A A B) ES ( (A A B) € 5 )， 

当 且 仅 当 4AE3 (AE5*) 并 有 BE3:*(BES’), 

当 且 仅 当 园 * (A) = 二 1 并 有 统 * (B)==1. 

(7) 嘱 " (CAB) 一 1, 当 且 仅 当 “ 吸 CA) = 1 并 且 纲 * (B) = 1” 或 者 
“Mm* (A) 一 0 并 且 嘱 :(CB) 一 0” 
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因为 叫 ' (AcB) = 1 当日 仅 当 (Ac B) € 5* ((AcB) € 5* )， 
当 有 目 仅 当 A E53* (AES' ) 并 且 BES (BEE )”, 
或 者 "A G5* (AG5" )¥fH BE5* (BE )” 

当 目 仅 当 “ 员 * (A) = 二 1 并 且 WM* (B) 一 1”， 

或 者 “ M* (A) 二 0 并 且 哮 (0(B) ==0”, 


MM’ (a/m (Al(a;)) = 1. 


因为 如 果 驶 *(VzA(z)) ==1 当 有 目 仅 当 VzA(x) € 3 (VzrA(x) €3")， 
那么 对 于 每 一 a E M(a€ M), 都 有 有 Ala) € 5* (Ala) € 35’ ). 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a* € M* (a* EM" ), 都 有 有 观 * (A(a)) = 1， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a" EM (a* EM ), 都 觅 * (a) € MM* (A) (外 (a) 
E M* (A) )， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 ao" €E M* (ar EM ), 都 有 a* € %* (A) (a' E 
M* (A) )， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 m€ M* (mE M" ), 都 有 mE€ MW* (A) (mE 观 * (A))， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 m € M* (m EM ), 都 有 观 * (a;/m)(a;) € 
M* Cai/m) CA) CM’ Cai/m) ai) € M" (ai/m) (A) )， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 m EM" (mm EM ), 都 有 路" (a;/m) (A(a;)) = 1. 


(9) 纲 * (x A(z)) = 1, 当 且 仅 当 存 在 m E M* (m € M"* ), 使 得 
(a;/m)(A(a;)) = 二 1. 因为 沈 * (3 了 3zA(z)) 一 1 当日 仅 当 了 xzAGz) ES (jz 


有 (六 ) = ) ， 
当 目 仅 当 存在 a E M (a € MI), 使 得 AGa) € 5* (A(a) € 5* )， 
当 且 仅 当 存在 sa" E M* (a* € M* ), 使 得 纲 * (A(a)) = 二 1， 


当日 仅 当 存在 a*” E M* (Ca € M* ) ,使 得 对 * (a) € RM* (A) (MmM* (a) EC 
Me* (A) ) ， 


当 且 仅 当 存在 ao E M* (a* EM ), 使 得 a* € MN* (A) (a* € NM* (CA) )， 
当 且 仅 当 存在 mm € M* (m € M* ), 使 得 mE€ MN* (A) (mE€ 对 N* (A) )， 
当 且 仅 当 存在 mEM” (mE Mr" ), 使 得 园 * Caj/m) (a EM* (a;/m) (A)(N* 
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(a /m) (a ) EM: (a;/m) (A)), 
当 且 仅 当 存在 mm € M* (mm EM: ) ,使 得 叫 (a;/m) (A(a;)) 二 1. 


(10) 0* (E zA(z)) = 1 , 当 且 仅 当 对 于 每 一 mE M* (m € M* ) ,都 有 
"Ca/m)(A(a;)) = 二 1. 因为 观 *(E xA(xz)) 一 1 当 且 仅 当 (ExA(Gz)) € 


5*((E xAC(z)) E53'). 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a € M (a E M), 都 有 Ala) € 5* (A(a) € 5* )， 

当 有 目 仅 当 对 于 每 一 a* E M* (a* € M* ), 都 有 踊 " (A(a)) = 1， 

当 有 晶 仅 当 对 于 每 一 a" EM (a* EM' ), 都 有 路 (a) € RM" (A) (MN* (a) € 
M* (A)), 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a* EM (a* EM ), 都 有 a* € 只 :CA) (oa € 
M* (A) )， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 mE M* (mE M* ), 都 有 mE€ M* (A) (mE€ NM* (A) )， 

当 有 晶 仅 当 对 于 每 一 mE€M”* (mE Mr’ ), 都 有 踊 ' (a;/m) (ai)€E 观 * (a;/m) (A) 
CM* (a;/m) a;) EM* (a,/m) (A)), 


当 且 仅 当 对 于 每 一 m € M* (mm E M* ), 都 有 纲 * Ca;/m)(A(a;)) = 1. 

定理 16 设 2 是 PIMS 公式 集 ,A 是 PIMS 公式 . 

(1) 如 果 瑟 是 协调 的 , 则 三 是 可 满足 的 ; 

(2) 如 果 A 是 协调 的 , 则 A 是 可 满足 的 . 

证 阴 

(1) 如 果 是 协调 的 ,那么 根据 定理 12, 3 能 扩充 为 PIMS-* 中 具有 存在 性 质 
潜在 性 极 大 协调 集 * ,根据 定理 15, 在 F 空 模型 路 * 下 是 可 满足 的 . 

(2) 是 (1) 的 特殊 情形 . 

定理 17(F™ 完 全 性 定理 ) 设 卫 是 PIMS 公式 集 , A 是 PIMS 公式 . 

(1) 如 果 了 HA ,那么 | 上 A; 

(2) 如 果 名 上 A ,那么 名 十 A. 

证 阴 

(1) 如 果 互 卡 4 ,那么 ZU {一 A} 是 协调 的 ,那么 根据 定理 16, EU {一 A} 是 
可 满足 的 , 即 存 在 模型 对 ,使 得 完 (5 U {一 A)) = 1 ,也 即 存在 模型 观 ,使 得 
了 M(5) 二 1 且 慌 品 A)==1 ,所 以 ,存在 模型 对 ,使 得 员 (5) 王 1 且 路 (A) =0 , 因 
此 , 王 卡 A 

(2) 是 (1) 的 特殊 情形 . 
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上 | 4.4 潜 无 限 数学 系统 (T) 一 集合 论 基础 


如 上 所 知 ,在 4.1 节 曾 将 潜 无 限 数学 系统 简 记 为 PIMS, 而 在 4.2 节 和 4.3 市 
中 ,我们 给 出 了 PIMS 的 逻辑 公理 , 亦 即 PIMS 的 逻辑 演算 系统 . 在 本 节 中 ,我 们 将 
给 出 PIMS 的 非 逻 辑 公理 , 亦 即 给 出 PIMS 的 公理 集合 论 系统 . 为 简便 计 , 我 们 将 
PIMS 的 逻辑 演算 系统 简 记 为 PIMS-Ca, 而 将 PIMS 的 公理 集合 论 系 统 简 记 为 
PIMS-Se. 
在 PIMS-Se 中 ,我 们 使 用 的 逻辑 工具 是 PIMS-Ca. 
PIMS-Se 的 形式 语言 包括 下 列 符 号 : 
(1) 变 元 符号 :zi vs X22 3 vs Ai? 
1 元 5 > 充 3 Sn Xa ; 
(2) 谓词 符号 ;一 元 谓词 符号 :FRig、PSpr; 
二 元 谓词 符号 : E 、E€ ; 
其 他 谓词 符号 : 了 1 、 (Cn 、 H, vs F; y Gr 、 Hs; ; 
(3) 联结 词 符号 : 一、 一 、A、V、; 
(4) 量词 符号 : Y 、 了 了 、E; 
(5) 等 词 符号 : 一 
(6) 技术 性 符号 : ( 、) ， 
为 了 叙述 方便 ,我们 常用 z 、y 、z 表示 xz! 、xs 、z 、…、Xz 中 的 任 一 个 变 元 符 
号 ,常用 x 、y 、z 表示 zi 、z 、X3 、…、Xxz 中 的 任 一 个 变 元 符号 ,常用 wu 、v、 
w (以 及 加 下 标的 形式 ) 表 示 任 一 个 变 元 符号 . 
PIMS-Se 中 的 任 一 公式 用 大 写字 母 A 、B 、C 等 表示 . PIMS-Se 中 的 公式 定义 
如 下 : 
(1) 对 于 任 一 变 元 符号 x ,FRig(x) 是 公式 ; 
对 于 任 一 变 元 符号 x”, PSpr(x') 是 公式 ; 
对 于 ”个 变 元 符号 x ,…, w 和 nn 元 谓词 符号 G , Glu,…,w) 是 公式 ; 
(2) 对 于 任意 变 元 符号 uw 、 而 言 , x 二 v 是 公式 ; 
对 于 任意 变 元 + 、y 、x 、y 而 言 ,+7 E y、x Ey、zEy、x Ey 都 是 
公式 ， 
(3) 如 果 A 、B 是 公式 ,那么 (A) 、 (A 一 B) 、(A A B)、(AV B)、(A0=B) 
是 公式 ; 
(4) 如 果 A(z) 是 含有 变 元 符号 的 公式 ,并 且 出 现在 形 如 x E y 的 公式 中 ， 
那么 Y uA (wu) 是 公式 ;如 果 A(u) 是 含有 变 元 符号 x 的 公式 ,那么 3uA (w) 、 
E A(xu) 都 是 公式 ; 
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(5) 只 有 有 穷 次 由 上 述 规 则 得 到 的 符号 串 才 是 公式 . 

括号 省 略 规则 如 常 . 

直观 地 说 : 

(1) PIMS-Se 中 的 变 元 符号 有 两 类 :中 有 穷 刚 性 (Crigid) 集合 变 元 xz, 记 为 
FRig(Cz);Q@ 潜 无 限 弹 性 (spring) 集 合 变 元 x , 记 为 PSprCz ) .今后 常用 英文 字母 
a ,b,c ，… 来 表示 任意 有 穷 刚 性 集合 ,而 用 a ,， 8 , y ，… 表 示 任 意 湾 无 限 阐 性 集 
合 , 又 在 一 些 Wff 中 ,必要 时 也 用 & ,yy ,EY ，… 表 示 某 种 情况 下 为 有 穷 刚 性 集合 , 某 
种 情况 下 为 潜 无 限 弹 性 集合 , 即 为 表达 方便 计 , 起 到 一 种 灵活 表达 的 兼容 性 作用 . 
又 规定 FRig(zx) 解 释 并 读 为 ”xz 是 有 穷 刚 性 集合 ”, PSpr(z') 解释 并 读 为 z 是 洪 
无 限 弹 性 集合 ”. 

(2) PIMS-Se 中 的 二 元 常 谓词 有 两 个 :D" € ”, 解 释 并 读 为 “属于 ”;@“ € ”， 
解释 并 读 为 “包容 于 ”. 

(3) 对 于 上 述 公 式 的 形成 规则 而 言 , x E y 、x Ey 、x Ey、x’ Ey 都 不 是 
公式 . 这 就 是 说 “属于 ”( € ) 仅 用 于 刻 划 变 元 与 有 穷 刚 性 集合 之 间 的 关系 ,而 “ 包 
容 于 ”( € ) 仅 用 于 刻 划 变 元 与 潜 无 限 弹 性 集合 之 间 的 关系 . 

(4) 全 称 量词 Y 仅 限 使 用 于 FRig(a), 因 为 在 PIMS-Se 中 只 有 FRig(a) 才 是 
完成 式 . 所 以 除 此 之 外 ,一 概 使 用 量词 E. 

公理 (0) 

(1) E xFRig(zx) ， 

(2) E x’PSpr(x’),， 

(3) 上 ul(FRig(wu)<*»> ™ PSpr(u)) ， 

(4) E wu E viFRiglu) A v Cu— FRig(v)), 


(5) E w E v(PSpr(u) A u Ev—> PSpr(v))， 

(6) FE uFRig(u) A E vv Eu—>GV)— Vu € nu— G(v))). 

实际 上 ,本 公理 中 的 (4)、(5) 并 不 具有 独立 性 . 在 其 他 公理 之 上 ,它们 是 相互 可 
证 的 .但 是 为 了 方便 ,我 们 均 作为 公理 . 这 种 情况 在 本 系统 的 其 他 公理 中 也 存在 . 例 
如 , 空 集 公理 相对 于 其 他 公理 也 不 是 独立 的 . 

公理 ( 工 )( 外 延 公理 ) 

(1)EaEblVuu Earu Eb)—>a=0)), 

(2) Ea E BE ul(u EamERB >a=p. 

定义 20 

(l)aCb=y Yuu Ea— uu ED)， 

(2)a CTCLb=aaCTCbAab, 
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(3) a Db=abCa, 
(4)a DLb=abCa, 
(5)ab=r Tab, 
(6)a b= TaCvb, 


(TD aCa=y Yuu Ea>u€a), 

(8) a Ca=raCaMAaKa, 

(9) a Da=yaCCa, 

(10) a Da=yaCna, 

(1D)ada=a7aCa, 

(12) a Fa=a7aCea, 

(13) aEB=a Eulu Ea >u€Ep, 

(14) aCB=aaCCBAaB, 

(15) a 和 B=aBEa, 

(16) a DB=aBCo, 

(17) 和 68=umaeCp8， 

(18) xc 忆 8=amaCp8. 

这 些 符 号 的 读 法 如 下 : 

a 和 5b 读 作 “a 包含 于 6b 中 ”, a Cb 读 作 “ a 真 包含 于 中 ”, a 二 5 读 作 “a 包含 
b”, a 刁 b5 读 作 “a 真 包 含 5”, a 和 65 读 作 “a 并 非 包 含 于 6 中 ”, a 5 读 作 “a 并 非 
真 包含 于 5 中 ”; a 广 a 读 作 “a 团 于 a 中 ”, a Ca 读 作 “a 真 园 于 a 中 ”, c 二 au 读 作 
“aua 轩 ao ”a 添 a 读 作 “a 真 团 a ”a 生 a 读 作 “a 并 非 固 于 a 中 ”a 禄 a 读 作 “a 并 
非 真 面 于 a 中 ” 其 他 公式 的 读 法 依 此 类 推 . 

在 此 应 注意 :对 于 FRig(a) 、FRig(5b) 和 PSpr(a) 、PSpr(B) , 亦 即 ae 、65 是 有 


穷 刚性 集合 , a .8 是 潜 无 限 弹 性 集合 ,不 可 能 出 现 诸如 : aCa 、aCa .6 .ac 


b 、a 己 a 等 情况 ,当然 有 如 3z(Cz € a A x € a) 等 等 是 完全 合理 的 . 
定义 21 
(1) EE=y (€= 0, 
(2) XE a=aua (rE a), 


(3) 7 ¢ a 一 4 一 (CE 0). 


4.4 潜 无 限 数学 系统 ( 太 ) 一 一 集合 论 基 础 
公理 ( 工 )( 空 集 公 理 ) 
jrVvv tz). 
定理 18 Ewu(Vv(lv uu) — FRig(wu)). 
证 明 假设 Yv(v 攻 ) ,那么 显然 有 E v(vE wu 一 vE xi) ,因此 xxSz, 根 
据 公理 (0)(1) 知 FRig(Czi) ,上 表 根 据 公 理 (0)(4) 可 得 : FRig(z) . 
定理 19 存在 唯一 没有 任何 元 素 的 集合 . 
证 明 存在 性 根据 空 集 公理 显然 成 立 . 现 只 需 证 明了 唯一 性 . 
假设 uw，、ui 均 为 没有 任何 元 素 的 集合 , 即 Vv(v FF uu) 且 VY vlv wz) ,根据 
定理 18 知 FRig(z ) 有 和 FRig(w) .由 NYvCv 区 tw) 可 得 : E v(vwEwuw>vE€w)， 
根据 公理 (0) 之 (6) 可 得 : VUu(vEu>UE ww) ; 由 VC 区 wz ) 可 得 ; E v(vE ws 
一 v Eu) ,根据 公理 (0)(6) 可 得 : VY v(vE€ wz 一 vE€ wu) .因此 有 : Vv(vE uv 
E wz) ,根据 公理 ( 工 )(1) 可 得 : ul 二 wi . 
定义 22 没有 任何 元 素 的 集合 记 为 入 , 即 V vv 4 2). 
由 定理 18 可 知 :FRig( 儿 ). 即 好 为 有 穷 刚 性 集合 . 
公理 (有 下)( 对 偶 公 理 ) 
EwxwE vdaVwwE at 一 UV w= v). 
公理 ( 玉 ) (并 集 公 理 ( 初 级 形式 )) 
(1]) Ea EbdcVuu EE ceouEaVuE)), 


(2) Ea E BIy Eul(u EYyru EaVu€Ep, 


(3) Ea EBIYE uu Ey ruEaVu€EB. 
公理 {六 ) ( 帘 集 公理 ) 
(1)E ajbVulu Ebeu Ca), 


(2) E a3BE uu €E Bua). 


公理 ( Y[) { 子 集 人 公理) 

(]) Ea dboVu(uEb euEah ) ， 

(2) Ea( JL6VYu(uEb ouEah )V IB EuuEB ouEaA )). 

定理 20 

(1) Eadjd! bYVu(uEb ouEaA ) ， 

(2) Ea( 3! bYVul(uEb ouEah )V3!1p8Ex(GxEpxzEuA 
)). 

定理 21 


(1) 对 于 任 一 非 空 集合 a ,存在 唯一 的 集合 c 恰 含 有 属于 a 的 任 一 元 素 的 任 一 
的 元 ， 
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(2) 对 于 任 一 非 空 集合 a ,存在 唯一 的 集合 c 恰 含有 包容 w 的 每 个 元 素 的 任 一 
的 元 ， 
(3) 对 于 任 一 非 空 集合 a ,存在 唯一 的 集合 8 恰 含 有 包容 w 的 每 个 元 的 任 一 
的 元 . 
证 阴 
(1) 因为 a 非 空 ,可 在 属于 a 的 集合 中 任 取 一 元 5 ,根据 定理 20 存在 唯一 的 集 
合 c ? 
5 一 {U:UEDA YuvEa>uEvVuEv)} 
={(u: VvuvEa>uEvVuEv)), 
(2) 3) 证 明 略 . 
定义 23 
(1) 设 a 关 信 , 令 人 站 4 一 人 U: Vv(vwEa>uEvYV u € v)} ， 
(2) 设 w 尖 节令 a=(yooeEau 一 zeEunvVuxEo) 
公理 (而 )( 并 集 公 理 ( 高 级 形式 ) ) 
(1) EaGCVYzxGCEa 一 FRIgCC)) 一 了 DYTVDCEGD 人 了 了 KGUGEGECA 人 DGEGzD)D))， 
(2) Ea(Vul(uEa>PSpr(u))—> 4B Ev(vEB > uluEa NvEn)), 
(3) EaC( du(uEaAFRig(u)) A juluEaAPSpr(w))— 
3B Ev EB IcCCEaNvENV 3y(yEa NvEY))), 
(4) Ea Eul(u€Ea>FRig(u)—>38 EvC(vEB > Iu(uEa NvEwW)), 
(5) Ea( Eu(uEa>PSpr(1w))—> 3BEv EB Iu(uEaNvEW)), 
(6) Eal( ju(uEaAFRig(u)) A Iu(u€EaAPSpr(u))—> 
了 AR Ev(vEB*>Ic(cEaNvE)V 3y(yEa NvEN)). 
定义 24 集合 ,人 它 的 后 继 wi 被 定义 为 : 
ul —ul) {uu}. 
定义 25 集合 是 一 归纳 集 , 当 且 仪 当 
(1) GB En, 
(2) Ev(vEu>vt Eu). 
记 为 Ind(w).， 
公理 (项 ) (无 穷 公 理 ) 
ju(G EuN Ea(a€Eu>at Eu)). 
该 公理 指 的 是 无 条 件 承 认 分 别 以 好 为 始 元 的 潜 无 限 归纳 集 的 存在 性 . 
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四 4.4 潜 无 限 数学 系统 { 信 ) 一 一 集合 论 基础 
定理 22 若 * 为 一 非 空 的 归纳 集 的 集合 , 则 门 也 是 一 归纳 集 ， 
定理 23 存在 一 唯一 的 包含 在 每 一 个 归纳 集中 的 归纳 集 . 
定义 26 Ewu(Ind(w) >w 人 Ew. 


定义 27 EE ulw CS ue>PSpr(w)) 
在 PIMS-Se 中 ,a 是 有 穷 刚 性 集合 ,因此 a 的 后 继 a! 仍 为 有 穷 刚 性 集合 ,于 是 


且 
at 的 后 继 ar + 二 at U {at } 仍 为 有 穷 刚 性 集合 ,以 此 类 推 ,总 有 aT*“* 仍 为 有 穷 刚 
性 集合 . 另 一 方面 ,由 a 开始 不 断 地 构造 a 的 后 继 , 后 继 的 后 继 ……, 可 以 无 止境 地 
构造 下 去 ,而 且 这 种 构造 一 个 后 继 , 再 构造 一 个 后 继 的 手续 , 当然 是 一 种 枚 举 手 续 ， 
在 PIMS-Se 中 ,由 于 完全 排斥 实 无 限 ,所 以 对 任何 枚 举 手 续 在 系统 内 都 不 存在 穷 
举 该 枚 举 手 续 的 事 . 因此 由 a 开始 的 无 止境 的 构造 后 继 的 枚 举 手 续 形成 一 个 潜 无 
限 弹 性 集合 如 下 : 


ji 人 
{asat ,att ,ee, att™+). 


在 PIMS-Se 中 , 因 有 FRig( 名 ), 类 同 于 上 文 所 论 , 亦 可 获得 由 名 开始 的 弹性 
集合 : 


i 
{2 ,OY ,OO ,OO ). 
现 设 有 潜 无 限 弹性 集合 a , 则 完全 类 同 地 , a 的 后 继 a' 被 定义 为 a1 二 aU {a} ,由 


一 只 、 
于 a 是 潜 无 限 弹 性 集合 , 则 a 亦 为 潜 无 限 弹 性 集合 ,总 之 ,应 有 a ,of ，… oo 等 
等 均 为 潜 无 限 弹 性 集合 . 类 同 于 上 文 所 论 ,我 们 亦 可 有 由 a 开始 的 弹性 集合 : 


个 


{a 9 or ? or + 9""", a ) 。 

定义 28 

(1) 如 果 潜 无 限 弹性 集合 a 满足 如 下 条 件 :DOEu;@Ea(eEu->arEa)，, 则 
称 2 为 以 她 为 一 个 始 元 的 湾 无 限 归 纳 集 . 

(2) 如 果 潜 无 限 弹性 集合 a 满足 如 下 条 件 ;Da€Ea;@@E5C5Ea>b+ EQ), 则 称 
a 为 以 a 为 一 个 始 元 的 潜 无 限 归纳 集 . 

(3) 如 果 潜 无 限 弹 性 集合 a 满足 条 件 :DDBEa;@EY(YEa>yt+ Ea), 则 称 & 为 
以 8 为 一 个 始 元 的 潜 无 限 归 纳 集 . 

今后 特 称 条 件 E a(a Ea->atEa) 和 Ey(yEa>y+Ew) 为 后 继 下 可 包容 . 

公理 { 区 ) (选择 公理 ) 

(1) Eal(aAOG A VuluEa>us OIA VuV vuEa NvEaNuzv >ufv= ) 

— jjJbVwwEbeoe juuEah (WEUV wE wu) Aullb= (vw)}))), 
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一 


(2) Ea( Eu(uEa>uz2) A Eu Ev(uEaNvEaNurvu >uf|v= 8) 


> 348 Ew(wEB> IuuEaN WwEuV wEW AuflB= {(w)}))). 
公理 (X ) ( 蔡 换 公理 ) 
(1) EaC(VuVv Vv uuEaN ou vv) Aolu,v) > —=v) 
>j6Vv(vEDOIjuluEaAgluyv)))), 此 处 5 不 在 glu,v) 中 出 现 ， 


(2) EaC(VuV wu Vv uEaN pu) Nouyv) > =—vw) 


> 9BE vwEBeIuluEaA glu,)))) ,此 处 5 不 在 glu,v) 中 出 现 . 
公理 (并) (正则 公理 ) 
(1) Eala#¥GB > juuEaN\ufla=@)), 


(2) Ea duluEaANufNa=8). 

定义 29 一 个 公式 A 的 一 个 翻译 A* 当日 仅 当 按 下 列 规则 生成 ; 

(1) (FRig(xz))* 二 xz 是 不 加 撤 的 变 元 符号 ， 

(2) 《PSpr(z )) 一 zx 是 加 撤 的 变 元 符号 ， 

(3) (Gu ,ww))" =G(u, ,ww), 

(4) (u—=v)’ =u=v, 

(5) (XEY) 一 并 Gy， 

(6) (ZE 一 Ey, 

(7) (rEy)’ =X€Ey,， 

(8) (x Ey) =x EY, 

(9) A)’'=(™A’), 

(10) (A—B)* =(A* —>B’* ), 

(11) (AAB)*=(A* AB’), 

(12) (AVB)*=(A* VB:’*), 

(13) (A©B)* =(A* ©=B’), 

(14) (VuA(u))’ = Yu(A(u)’ ), 

(15) (juA(u))’ = ju(A(u)’ ), 

(16) (EauA(w)* = YulA()’ ), 

定理 24 如 果 A 是 PIMS-Se 中 的 定理 , 则 A* 是 公理 集合 论 系统 ZFC 的 
定理 . 

证 明 施 归 纳 于 PIMS-Se 中 定理 证 明 的 长 度 可 证 . 略 . 

定理 25 如 果 公 理 集合 论 系统 ZFC 是 相 容 的 , 则 潜 无 穷 集合 论 系统 PIMS-Se 
是 相 容 的 . 
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4.4 潜 无 限 数学 系统 (T ) 一 一 集合 论 基 础 

证 明 “假设 潜 无 穷 集 合 论 系统 PIMS-Se 不 是 相 容 的 . 则 一 定 存 在 公式 A ,使 
得 A 和 一 A 都 是 系统 PIMS-Se 中 的 定理 . 由 定理 24 可 得 ,A* 和 一 A* 都 是 公理 集 
合 论 系统 ZFC 的 定理 ,那么 公理 集合 论 系统 ZFC 是 不 相 容 的 . 

如 所 知 ,古典 集合 论 悖 论 的 出 现 , 导 致 了 近代 公理 集合 论 的 发 展 . 而 近代 公理 
集合 论 在 相 容 性 问题 上 所 取得 的 成 效 可 归结 为 如 下 两 点 :其 一 ,对 于 历史 上 既 经 出 
现 的 二 值 逻 辑 悖 论 ,都 能 在 近代 公理 集合 论 系统 中 给 出 解释 方法 , 即 不 可 能 在 系统 
内 出 现 , 其 二 并 没有 在 理论 上 证 明 近 代 公 理 集 合 论 中 今后 一 定 不 会 出 现 新 的 悖 论 . 
另 一 方面 , 迄 至 日 前 为 止 ,所 出 现 的 逻辑 数学 那 论 可 归结 为 如 下 三 种 类 型 . 

(1) 二 值 逻 辑 悖 论 ; 

(2) 多 值 逻 辑 悖 论 ,其 中 包括 有 穷 值 (3 二 n 二 w ) 逻 辑 悖 论 和 无 穷 值 逻辑 悖 论 ; 

(3) 无 穷 观 悖 论 , 即 指 3. 4 中 的 A(poi 二 aci) 和 一 A(poi 关 aci) 的 隐 性 矛盾 ,3.8 
节 中 所 说 之 极限 论 中 的 Berkeley 悖 论 的 阴影 ,还 有 3.5 节 、3.6 节 和 3.9 节 中 之 可 
数 与 不 可 数 无 穷 集 合 概念 中 的 不 相 容 性 . 

在 此 可 以 明确 指出 : 

(1) 历 史上 既 经 出 现 之 二 值 逻 辑 那 论 不 可 能 在 PIMS-Se 中 出 现 ,否则 ,假设 有 
某 个 二 和 值 逻 辑 那 论 在 PIMS-Se 中 出 现 , 则 由 定理 25 可 知 , 该 二 值 逻 辑 悖 论 必 将 在 
近代 公理 集合 论 中 出 现 , 这 与 历史 上 已 有 的 结论 相悖 . 

关于 定理 25, 人 们 会 指出 ,既然 3. 4. 1 一 3. 4. 3 节 已 论证 指出 ,ZFC 中 存在 隐 
性 矛盾 , 即 A(poi 一 aci) 和 一 A(poi 关 aci) 在 系统 内 并 存 ,为 何 还 用 ZFC 来 解决 
PIMS 的 相对 相 容 性 问题 ,这 里 确实 有 点 别扭 ,但 却 是 一 种 省 事 而 简明 的 处 理 方 
法 ,因为 寿 不 证 定理 25, 则 对 古典 集合 论 中 所 出 现 的 每 一 个 二 值 逻 辑 悖 论 , 都 要 在 
PIMS 中 重新 解读 ,然后 再 一 个 一 个 地 给 出 解释 方法 ,实现 这 一 点 当然 没有 任何 技 
术 上 的 困难 ,但 却 烦 琐 宛 长 ,这 就 不 是 如 上 简短 文字 就 能 解决 问题 的 . 

(2) 由 于 PIMS-Se 配套 的 逻辑 推理 工具 是 修正 了 的 二 值 逻 辑 演算 ,因此 ,在 二 
值 逻辑 演算 框架 下 ,无 需 对 任何 有 穷 值 (3 委 ”*<ow) 或 无 穷 值 悖 论 作 出 解释 ; 

(3) 由 于 PIMS-Se 完全 不 兼容 实 无 限 , 因 此 亦 不 存在 什么 潜 无 限 与 实 无 限 相 
等 或 不 相等 的 问题 ,也 不 存在 肯定 完成 式 (T ) 与 否定 完成 式 ( 王 ) 并 列 的 问题 . 因此 ， 
如 二 文 所 列 之 各 种 无 穷 观 悖 论 不 可 能 在 PIMS-Se 中 出 现 . 因此 ,PIMS-Se 在 相 容 
性 问题 上 所 取得 的 成 效 可 以 认为 与 近代 公理 集合 论 在 相 容 性 问题 上 所 取得 之 成 就 
正好 相当 . 
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第 S 章 ”建立 中 介 实 无 限 数 学 系统 的 思考 与 原则 


1 s.1 关于 近 现 代数 学 中 谓词 与 集合 之 间 的 无 穷 观 问题 的 思考 


i 
5.1.1 近 现 代数 学 中 关于 数 集 与 区 间 内 变量 趋向 极限 之 表示 法 的 对 比分 析 


在 近 现 代数 学 中 ,人 们 常 以 La ,5bj 表 示 一 个 闭 区 间 , 此 时 区 间 端 点 a 和 2 在 区 
间 内 . 而 开 区 间 通 常 被 记 为 (a,6) ,表示 端点 a 和 5 在 区 间 外 ,为 了 更 直观 和 贴切 地 
表示 a 和 6 在 区 间 外 ,应 将 开 区 间 (a,6) 记 为 a( ,6, 实 际 上 ,从 某 种 意义 上 讲 开 区 
间 没 有 端点 . 总 之 , “6b” 表示 5 点 在 内 ,而 ")6” 表 示 5 点 在 外 ,我们 规定 ,如 果 变 量 x 
无 限 趋 近 于 其 极限 5, 并 且 最 终 达 到 极限 5Cgone) , 则 称 变量 z 以 实 无 限 方式 趋向 
其 极限 0. 又 若 变 量 z 无 限 趋 近 于 其 极限 5, 但 却 永远 达 不 到 极限 5 (gone)， 则 称 
变量 z 以 潜 无 限 方式 趋向 其 极限 5b. 如 此 ,对 于 任何 变量 x 趋向 其 极限 的 方式 而 言 ,要 
么 以 潜 无 限 方式 趋 问 其 极限 ,要 么 以 实 无 限 方式 趋 问 它 的 极限 . 

现在 ,让 我 们 来 分 析 变 量 关 在 财 区 间 La ,由 内 治 和 轴 朝 向 2 点 无 限 趋 近 其 极限 
b 的 情形 ,由 于 5 点 在 区 间 内 ,所 以 变量 zx 不仅 可 以 无 限 趋 近 其 极限 5, 而 且 变 量 z 
在 区 间 内 可 以 达到 极限 5b. 从 而 此 时 变量 z 在 区 间 内 按 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 
b. 然而 变量 z 在 开 区 间 a( ，)0 内 党 着 和 轴 朝 向 6 而 无 限 趋 近 其 极限 5b 时 ,变量 x 
虽然 可 以 无 限 趋 近 2 点 并 以 5 点 为 其 极限 ,但 因 点 5 在 区 间 外 ,因而 变量 z 在 区 间 
内 水 远 达 不 到 极限 5, 从 而 变量 z 在 区 间 内 只 能 以 潜 无 限 方式 趋向 其 极限 5b. 这 表 
明 在 闭 区 间 的 情况 下 ,生成 变量 x 趋 回 其 极限 2 的 过 程 是 完成 式 (gone) ,而 在 开 区 
间 的 情况 下 ,生成 变量 z 趋向 其 极限 5 的 过 程 却 永 远 是 进行 式 ( 一 gone). 在 这 里 ， 
“bj]” 的 表示 方法 , 既 体 现 了 极限 点 5 在 区 间 内 ,从 而 可 达到 ,又 体现 了 封闭 和 完成 
式 . 对 于 “)6” 的 表示 方法 ,一 方面 体现 出 极限 点 5 在 区 间 外 ,从 而 在 区 间 内 永远 不 
可 达到 , 另 一 方面 又 体现 出 开放 和 永远 是 进行 式 . 所 以 关于 5 点 在 区 间 的 方 括号 内 
“bj” 和 圆 括号 外 “)b” 这 两 种 关于 实 无 穷 与 潜 无 穷 的 表示 方法 是 合理 的 ,依次 体现 
了 实 无 限 性 和 潜 无 限 性 ,相反 地 ,有 如 “j6b” 和 “5)” 的 表示 方法 却 是 不 合理 的 . 因为 
前 者 ( 即 在 方 括号 外 ) 显 示 了 封闭 完成 与 在 外 永 不 可 达 的 矛盾 式 , 后 者 ( 即 在 圆 括号 
内 ) 显 示 了 开放 进行 与 在 内 可 达 的 耶 御 式 . 

关于 区 间 ,除了 上 述 财 区 间 La ,oO 和 开 区 间 a( , )6 之 外 ,当然 还 可 有 如 半 开 区 
间 Le ,)2 ,无穷 闭 区 间 [Lc ,十 ce 以 及 无 穷 半 开 区 间 [a, ) 十 ce 等 各 种 不 同 的 形式 . 下 


5.1 关于 近 现 代数 学 中 谓词 与 集合 之 间 的 无 穷 观 问题 的 思考 
文 让 我 们 在 两 种 无 穷 的 区 间 表 示 法 基础 上 ,进一步 分 析 两 种 无 穷 的 数 集 表 示 法 . 我 
们 曾 在 3. 6. 1 与 3. 6. 2 节 中 论 及 实 无 限 刚性 自然 数 集 N 一 {xln(z)? 二 {1,2,…， 
n，…)w 和 潜 无 限 弹性 自然 数 集 WwW 一 (zz2(z)) 一 (1,2,…, 人 ww、 于 是 此 处 对 于 区 间 
与 数 集中 相关 符号 的 合理 对 应 势必 为 :区 间 的 方 括号 “J” 对 应 于 数 集 的 花 插 号 “}”， 
事实 上 ,两 者 都 是 封闭 完成 式 ,又 区 间 的 圆 括号 “)” 应 对 应 于 数 集 的 圆 括号 “)”, 两 
者 都 是 开放 进行 式 , 如 此 剩 下 的 当然 是 区 间 的 十 ce 对 应 于 数 集 的 w, 两 者 都 是 被 变 
量 无 限 趋 近 的 极限 . 

在 这 里 ,我 们 注意 到 古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 意义 下 的 实 无 限 刚 性 月 然 
数 集合 N 一 {xjnCz)}) 二 人 ,2,…,n,…)w 中 的 记 法 “}w”, 正 好 相当 于 区 间 记 法 中 
的 “十 co”, 然 而 根据 上 文 所 论 可 知 ,“j 十 oo” 的 记 法 正好 是 不 合理 的 . 因为 “十 oo” 
的 记 法 体现 了 封闭 完成 与 在 外 不 可 达 的 矛盾 式 . 从 而 在 数 集 {1,2,…,n,…})w 中 关 
于 ,“)w” 记 法 也 是 一 种 矛盾 式 的 不 合理 记 法 ,而 “}w” 这 种 记 法 的 不 合理 性 和 了 矛盾 
式 , 也 从 一 个 侧面 反映 了 恰 由 全 体 自然 数 构成 的 实 无 穷 刚 性 自然 数 集合 的 不 相 容 
性 . 然而 由 于 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 的 一 些 思想 规定 ,又 迫使 人 们 不 能 不 
采用 “}w” 这 一 不 合理 记 法 . 因为 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 有 如 下 两 条 熟 
知 的 定理 : 

定理 1 人 全体 自 然 数 构成 的 集合 N 共有 ww 个 两 两 相 异 的 自然 数 . 

定理 2 全 体 自然 数 都 是 有 限 序数 ,因此 所 有 自然 数 都 小 于 ww, 即 对 任何 自然 
数 7 都 有 72<<w， 

从 而 首先 由 定理 1 知 自 然 数 集 NN 是 一 个 完成 了 的 实 无 限 刚性 集合 ,所 以 N= 
人 zz 一 (人 1 20 的 右 侧 必须 使 用 花 括 号 ”) ,不 可 能 用 湾 无 限 弹性 自然 
数 集合 .= {xin(z)) 二 41,2,… ,说 右 侧 的 圆 括号 “)” 取 代 , 其 次 由 于 超 限 序数 ww 不 
是 有 限 序 数 ,所 以 由 定理 2 知 必须 将 w 置 于 花 括号 之 外 ,从 而 必然 出 现 “)w” 这 一 封 
闭 完 成 与 在 外 不 可 达 的 了 矛盾 式 的 不 合理 表示 法 . 所 以 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集 
合 论 中 出 现 “}w” 这 种 不 合理 的 矛盾 式 的 记 法 是 必然 的 . 

如 此 看 来 ,相应 于 闭 区 间 La,5j] 内 变量 z 趋向 其 极限 5 的 实 无 限 完成 式 的 表示 
方法 , 实 无 限 刚 性 自然 数 集合 的 合理 记 法 应 该 是 N= 二 (1,2,…,n,…,w). 而 相应 于 
开 区 间 a( ,，)6 内 变量 工 趋向 其 极限 6 的 潜 无 限 之 永远 是 进行 式 的 表示 方法 , 潜 无 
限 弹 性 日 然 数 集 集合 的 合理 记 法 应 该 是 WW 二 (1,2,…, 放 )w. 正 因为 从 闭 区 间 内 变 
量 z 趋 回 极 限 & 到 开 区 间 内 变量 z 趋向 极限 6 的 这 个 转换 ,正好 是 由 变量 趋向 极 
限 的 实 无 限 方 式 到 变量 趋向 极限 的 潜 无 限 方式 的 转换 ,又 从 转换 过 程 的 表示 方法 
来 看 ,正好 是 方 括号 “j]” 变 成 圆 括 号 “)” 以 及 将 极限 点 5 从 方 括号 内 取出 置 于 圆 括 
号 外 , 从 而 按 上 文 所 论 之 区 间 与 数 集 表示 方法 的 对 比分 析 , 可 知 当 我 们 从 实 无 限 刚 
性 自然 数 集合 的 合理 记 法 N= 二 {1,2,…,n,…,w}) 中 将 ww 取出 而 置 于 括号 外 时 ,右边 
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的 花 括号 “}” 必 须 转换 为 圆 括号 “)”, 并 且 此 处 变量 n 趋向 极限 久 的 实 无 限 方式 由 
此 而 转换 并 被 强化 为 趋向 极限 的 潜 无 限 方 式 . 因此 ,由 上 述 关 于 区 间 与 数 集 表示 方 
法 的 对 比分 析 中 可 有 如 下 重要 结论 : 

( 八 ) 当 我 们 从 实 无 限 刚 性 自然 数 集合 的 合理 记 法 N= 二 {1,2,…,n,…,w} 中 将 
wo 取出 之 后 , 则 N 必须 转换 并 强化 为 潜 无 限 弹性 自然 数 集合 NW 二 {x | n(x)) = 
(1,2，……' 放 ). 不 可 能 再 是 那个 通常 认为 的 实 无 限 刚性 自然 数 集合 N= {x | n(x)}) = 
{1 250 ,Ne), 

上 述 重要 结论 ( 八 ) 是 由 区 间 与 数 集 表 示 方 法 的 对 比分 析 中 得 到 的 ,其 实 从 认 
识 论 与 科学 哲学 的 普遍 规律 中 也 能 分 析出 上 述 重 要 结论 (和 八 ) 是 合理 的 . 因为 自然 
数 n 是 有 限 序 数 , 而 w 是 超 限 序 数 , 所 以 nC 有限) 与 w( 超 限 ) 是 一 组 反对 对 立 面 ,又 
由 于 实 无 限 必 须 是 完成 式 , 而 完成 式 就 是 完成 了 对 立 面 的 转化 ,在 这 里 就 是 完成 了 
从 有 限 (xn) 到 超 限 (w) 的 转化 ,这 一 转化 的 完成 要 体现 出 N= 二 {1,2,…,n,…,w}) 的 
形成 . 现在 硅 将 w 从 NN 中 取出 ,这 表示 对 完成 式 的 一 种 否定 ,而 对 完成 式 的 否定 
(一 gone) ,也 就 是 强化 为 永远 是 进行 式 ( 广 going), 从 而 也 就 是 将 肯定 完成 式 
(gone) 实 无 限 的 刚性 自然 数 集合 N 转换 为 否定 完成 式 ( gone) 潜 无 限 的 弹性 自然 
数 集合 W 但 在 传统 的 层面 上 ,都 认为 从 N 中 将 超 限 数 w 取出 的 内 涵 完 全 等 同 于 
从 NN 中 取出 一 个 有 限 序数 nn 的 内 涵 . 所 以 普遍 认为 ,我 们 可 以 先 将 自然 数 由 小 到 
大 排列 起 来 ,并 且 一 直人 排 到 w, 因 而 就 已 经 排出 了 所 有 自然数, 当然 是 完成 式 , 然 后 
骨 将 w 去掉, 而 这 时 留 下 的 仍然 是 所 有 的 自然 数 , 所 以 仍然 是 全 体 自 然 数 构成 的 实 
无 限 刚 性 自然 数 集合 . 从 而 与 上 文 所 获 之 重要 结论 (人 ) 大 相 径 庭 和 互 不 相 容 . 我 们 
认为 如 上 的 哲学 分 析 是 合理 的 ,关于 数 集 与 区 间 的 类 比分 析 是 非常 直观 和 自然 的 . 
当然 ,直观 的 东西 可 能 不 足 为 据 , 我 们 要 的 是 理性 思维 的 结论 ,然而 不 妨 让 我 们 想 
一 想 , 有 那 一 个 理性 思维 系统 的 实际 背景 和 客观 模型 能 离开 直观 的 经 验 思 维 , 至 多 
只 是 直观 经 验 思 维 的 具体 层面 会 有 差别 而 已 , 即 有 时 某 一 层面 的 理性 思维 可 以 成 
为 更 高 层面 的 理性 思维 的 百 观 模型 . 当然 ,从 理性 思维 的 角度 来 看 如 上 的 类 比 和 直 
观 分 析 应 该 认为 是 粗糙 的 ,就 财 区 间 和 开 区 间 而 言 , 我 们 的 直观 思维 的 基础 , 仅 在 
于 变量 x 沿 着 XX 轴 在 区 间 内 朝 癌 4 不断 地 移动 过 去 , 因 在 闭 区 间 的 情况 下 点 2 在 
区 间 内 ,所 以 变量 x 能 一 直 移 到 5 点 ,而 在 开 区 间 的 情况 下 ,2 点 在 区 间 外 ,所 以 肯 
定 工 只 能 无 限 地 靠近 5 点 , 却 永远 达 不 到 5 点. 对 于 实 无 限 刚性 自然 数 集 合 和 洪 无 
限 弹性 目 然 数 集合 也 是 一 样 ,让 我 们 沿 着 自然 数 由 小 到 大 的 方向 走 下 去 , 先 走 到 w 
再 说 ,回头 再 把 超 限 数 ww 去掉, 传统 层面 上 的 实 无 限 刚 性 自然 数 集合 就 这 样 被 构造 
出 来 了 . 其 实 真 正 从 理性 思维 的 角度 去 深入 思考 时 ,无 论 是 变量 x 移 到 极限 点 0， 
还 是 卓然 数 变 量 n 走 到 极限 序数 w, 都 是 一 个 非常 复杂 的 过 程 . 而 且 当 nn 走 到 久之 
后 冉 将 w 去 掉 一 事 , 决 不 是 想象 中 那么 简单 和 轻而易举 ,在 这 里 ,同样 是 一 件 相 当 复 
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5.1 关于 近 现代 数学 中 谓词 与 集合 之 间 的 无 穷 观 问题 的 思考 


杂 的 事 . 我 们 将 在 下 文中 立足 于 理性 思维 的 层面 去 分 析 讨 论 其 中 的 复杂 情况 . 
5.1.2 近 现 代数 学 中 实 无 限 刚 性 自然 数 集合 与 中 介 过 渡 


现在 让 我 们 在 中 介 原 则 的 基础 上 ,分 析 讨 论 区 间 中 变量 z 移 回 极限 点 2 和 目 
然 数 序列 X: {1,2,…,n,…} 中 变量 走向 极限 序数 w 的 复 洒 过程 . 事实 上 ,有 限 序 
数 与 超 限 序数 ww 就 是 有限 ”与 “ 实 无 限 ” 这 个 反对 对 立 面 的 一 个 具体 模型 . 如 此 ， 
从 中 介 过 渡 的 角度 看 ,对 立 的 此 方 不 经 过 它们 之 非 此 非 彼 的 中 介 状 态 如 何 能 转化 
到 对 立 的 彼 方 去 呢 ? 而 且 有 穷 序 数 与 超 穷 序数 的 中 介 对 和 象 是 什么 ”从 数学 的 角度 
讲 , 那 个 潜 无 限 弹 性 自然 数 集 WN 二 {zijn(z))= 二 {1,2,… ,7) 中 的 那个 可 以 无 限 增 大 
的 不 男 定 的 末 元 元 就 是 有 限 序 数 ” 与 超 限 序 数 w 的 中 介 状 态 . 因为 元 可 以 无 限制 
地 增 大 ,所 以 它 就 部 分 地 具有 超 限 数 的 性 质 ,然而 在 元 无 限制 地 增 大 的 进程 中 又 要 
求 恒 保 持 小 于 w 的 性 质 , 从 而 又 部 分 地 上 共有 有 穷 序 数 的 性 质 . 

实际 上 ,从 根本 上 讲 , 我 们 在 3. 2. 3 中 确立 了 poi 和 aci 之 外 的 第 三 种 无 限 概 
念 , 即 基础 无 限 eli, 并 将 aci 与 poi 的 定义 进一步 完善 为 

aci— yeli transition T,， 
| pol 一 ureli strengthen 下. 
并 对 进行 式 (going) 与 肯定 完成 式 (gone) 这 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 (going, gone) 
有 表达 式 : 
(going ,一 going 公 一 goneygone) 

又 对 变量 x 无 限 趋 近 于 其 极限 5 有 表达 式 : 

(rb, ~(rto) ~r Tho),r To), 
以 及 目 然 数 个 数 kc(z) 无 限 趋向 w 有 表达 式 : 

(kcCn) rw, ~ Cen) hw) ~ (ken) TT w), ken)T w), 

如 此 等 等 . 现在 面 对 一 个 小 于 w 的 变量 以 aci 方式 无 限 趋 近 于 其 极限 ww 时 ,按照 上 
述 aci 的 定义 可 知 , 必 定 要 通过 中 介 过 渡 才 得 以 实现 ,因此 可 知 (<<w, 二 w) 必 为 有 
中 介 的 反对 对 立 面 , 亦 即 我 们 有 表达 式 : 

(zw ~ (XZw) Sr=w) ;区 一 0w). 
现 根据 上 文 5. 1. 1 节 的 讨论 和 重要 结论 (V ) ,并 在 中 介 思 维 模式 和 放弃 Vn(n E 
N 一 < w) 的 数学 背景 下 ,我们 也 可 有 表达 式 : 

(nw ~ Nw) ~ n=w) ,n=w). 
但 契 坚 持 Vnln E N 一 nn 二 w) 这 样 的 数学 背景 , 那 就 只 有 

W= {x | nr)) = {1,2,3,. ,Nn)w, 
并 且 由 5.1. 1 的 讨论 可 知 : 

N= {x| nr)}) = (1,2,3, ya 
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是 根本 不 合理 的 . 

但 在 古典 集 合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,一 个 谓词 唯一 决定 一 个 ( 实 无 限 刚 性 ) 
集合 的 思维 模式 将 对 立 面 相互 转化 过 程 中 的 中 介 过 渡 现 象 完 全 简化 掉 了 ,当然 ,这 
也 是 经 典 二 值 思维 模式 的 必然 结果 . 同时 也 在 这 种 简化 的 思维 模式 下 ,将 鲁 宾 进 
(Robinson) 认 为 没有 意义 的 实 无 穷 集合 的 表达 式 {x| P(x)} 完 全 合法 化 ,并 为 人 们 
所 普遍 接受 . 在 这 里 ,也 正 因为 不 能 与 对 立 物 之 中 介 过 度 思想 有 机 地 结合 起 来 ,以 
致 认 可 了 “ 先 让 自然 数 变量 n 走 到 w ,再 把 w 去 掉 "的 方式 去 产生 实 无 限 刚 性 旦 然 
数 集合 N 的 合理 性 . 但 从 中 介 过 度 的 角度 看 ,情况 是 远 较 复 杂 的 ,事实 上 ,在 那个 
肯定 完成 式 的 实 无 穷 上 自然 数 集中 ,对 于 w 的 取出 和 投入 已 不 能 和 取出 或 投入 一 个 
普通 自然 数 ” 那样 同等 看 待 了 . 另 一 方面 ,在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,一 
个 谓词 唯一 确定 一 个 集合 的 原则 主要 体现 了 如 下 的 思想 规定 ,这 就 是 任 给 造 集 讲 
词 p, 则 就 能 将 所 有 完全 满足 该 谓词 的 对 象 汇 成 一 个 整体 或 集合 ,通常 记 为 
{ZX1p(Xx)} ,而 且 该 集合 一 经 形成 ,就 成 为 一 个 独立 的 研究 对 象 ,并 具有 其 自身 的 质 
的 规定 性 ,特别 是 该 独立 存在 物 纯粹 由 ( 即 由 且 仅 由 ) 具 有 性 质 p 的 对 象 构成 . 然 
而 ,科学 哲学 却 认 为 , 当 规 定 某 物 为 界限 时 ,就 已 经 在 超出 这 个 界限 了 , 亦 即 当 我 们 
肯定 某 物 的 质 的 规定 性 时 ,就 已 经 在 否定 它 的 质 的 规定 性 了 ,绝对 的 纯 是 没有 的 . 
因此 , 当 我 们 将 某 一 类 具有 性 质 已 的 对 象 全 部 收集 拢 来 而 形成 一 个 单 体 的 研究 对 
象 时 ,就 已 经 在 超出 形成 这 一 单 体 对 象 的 那些 量 性 对 象 的 质 的 规定 性 了 . 例如 ,就 
目 然 数 一 类 对 象 而 言 ,同样 是 一 个 超越 其 自身 界限 而 不 能 单纯 自封 的 系统 , 亦 即 当 
我 们 将 日 然 数 一 类 对 象 全 部 收集 拢 来 而 形成 4 序列 时 ,就 已 经 在 超出 形成 序列 
的 那些 自然 数 ( 有 限 序 数 ) 的 质 的 规定 性 了 . 按照 这 一 认识 论 原则 ,4 序列 一 经 形 
成 , 必 将 有 不 同 于 自然 数 的 量 性 对 象 包括 在 其 中 了 . 然而 Cantor 本 人 及 其 往 后 的 
一 系列 研究 , 却 长 期 以 来 不 能 意识 到 这 一 点 而 滞留 于 传统 的 {(z|zCz)) 的 集 概 念 
中 . 须知 我 们 所 讨论 的 是 实 无 限 的 刚性 集合 , 亦 即 要 将 无 穷 多 个 对 象 汇集 起 来 构成 
一 个 完成 了 的 单 体 研究 对 象 , 这 就 既 不 可 能 像 构成 一 个 有 穷 集 合 那 样 去 一 个 一 个 
地 罗列 它 的 元 素 , 也 不 可 能 像 潜 无 限 的 弹性 集合 那样 永远 滞留 于 将 对 象 不 断 地 包 
容 进来 的 进程 中 , 而 势必 要 通过 质 的 规定 性 才能 去 完成 这 个 汇集 全 体 对 象 的 过 程 ， 
而 质 的 规定 性 又 必然 要 在 肯定 的 同时 进入 否定 自己 的 前 提 下 才能 构成 某 物 的 存 
在 . 从 而 过 去 那 种 只 着 眼 于 刚性 无 穷 集合 的 元 素 , 而 缺乏 使 元 素 汇 成 整体 这 一 环节 
的 哲学 思考 , 乃 是 造成 片面 性 的 根本 原因 . 


| s. 2 实 无 限 刚性 集合 之 内 涵 与 结构 
5.2.1 无 穷 背 景 世界 中 谓词 与 集合 之 间 的 客观 真实 关系 

为 了 在 中 介 过 渡 思 维 模式 下 ,进一步 弄 清楚 无 穷 背景 世界 中 谓词 与 集合 的 关 
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5.2 实 无 限 刚 性 集合 之 内 涵 与 结构 
系 ,首先 要 从 谓词 p:“ 自 然 数 ”这 一 特例 抽象 到 任意 的 谓词 P, 而 且 要 从 Cantor 意 
义 下 用 以 造 集 的 精确 谓词 推广 到 模糊 谓词 . 其 次 还 要 将 有 穷 序 数 与 超 穷 序数 这 一 
特殊 的 反对 对 立 面 推广 到 一 般 的 反对 对 了 立 面 P 和 PP. 
如 所 知 , 在 中 介 系 统 中 , 曾 给 出 了 精确 谓词 和 模糊 谓词 的 形式 定义 ( 详 见 2. 4. 1 
节 ), 并 且 证 明了 这 两 种 谓词 满足 排 中 律 (在 此 应 注意 中 介 原 则 并 不 主张 所 有 反对 
对 立 面 都 有 中 介 ) ,因此 任 给 谓词 P, 则 PP 要么 是 精确 谓词 ,要 么 是 模糊 谓词 . 并 且 
对 于 精确 谓词 而 言 ,不 存在 对 象 x 能 使 有 一 p(x), 在 这 里 我 们 将 ~p(x)&.~ 习 p 
(zx) 简 记 为 ~~p(x). 又 对 于 模糊 谓词 而 言 , 必 有 对 象 x 部 分 地 满足 该 谓词 , 即 有 x 
使 有 一 户 (z) ,如 图 5.1; 


p 为 精确 谓词 : 
硼 词 p 
P 为 模糊 谓词 : < 


图 5. 1 


注意 在 中 介 系 统 中 ,形式 符号 一 的 名 称 是 模糊 否定 词 , 解 释 并 读 为 "部 分 地 ”， 
又 形式 符号 导 的 名 称 是 对 立 否 定 词 ,解释 并 读 为 "对立 于 ” 因此 p(x) 表 示 对 象 x 
完全 具有 性 质 ,~p(x) 表 示 对 象 x 部 分 地 其 有 性 质 p ,而 习 p(x) 表 示 对 象 x 具有 
性 质 对 立 于 p, 因 此 任 给 反对 对 立 面 (p, 习 p) ,如 果 有 对 象 工 满足 一 p(x) A ~ 全 
P(X);, 则 称 工 为 (p, 翌 2) 的 中 介 对 象 . 

在 此 值得 注意 一 点 ,虽然 精确 谓词 和 模糊 谓词 在 中 介 系 统 中 都 有 形式 定义 ,但 
是 任 给 谓词 已 ,该 谓词 究竟 是 精确 谓词 还 是 模糊 谓词 ,仍然 决定 于 直观 经 验 , 或 说 
由 人 主观 认定 . 例如 对 于 “自然 数 ”( 或 有 穷 序 数 ”) 这 一 谓词 而 言 ,通常 都 认为 是 精 
确 谓词 ,因为 从 直观 上 似乎 找 不 到 对 象 能 使 其 部 分 地 具有 “自然 数 ” 这 一 性 质 ,或 者 
说 在 标准 分 析 的 传统 思维 方式 下 ,对 于 “自然 数 ” 这 一 谓词 P 而 言 ,都 认为 没有 工 
能 使 有 一 训 z) ,又 设 有 谓词 P:“ 美 男子 ”, 大 家 立即 认为 这 是 模糊 谓词 ,因为 生活 
中 肯定 有 对 象 z 能 使 有 ~p(x). 这 些 判 断 实际 上 都 来 自 直 观 的 经 验 思维 ,但 从 理 
性 思维 的 角度 看 ,就 “自然 数 ” 或 有 穷 序 数 ” 这 一 谓词 而 言 ,为 什么 就 一 定 没有 对 象 
工 能 使 有 一 训 z)? 实际 上 ,在 理性 思维 不 断 外 推 和 抽象 的 情况 下 ,可 能 会 发 现 使 
有 一 p(x) 的 对 象 xz 也 是 存在 的 ,例如 ,在 非 标准 分 析 中 ,将 实数 域 尺 扩充 为 *R 之 
后 ,在 "R 中 就 有 对 象 x 能 使 有 ~p(x), 所 以 在 理性 思维 的 层面 上 ,更 重要 的 是 讨 
论 模 糊 谓词 的 情况 . 这 表明 一 个 谓词 P 是 精确 谓词 还 是 模糊 谓词 ,要 看 它 在 什么 
层面 上 ,又 在 什么 系统 中 ,该 谓词 P 和 它 的 对 立 面 习 P 所 构成 的 对 立 关系 ,究竟 是 
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有 中 介 的 反对 对 立 (P ,3P) 还 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 (p ,一 ). 如 果 是 前 者 则 为 模糊 
谓词 ,如 果 是 后 者 则 为 精确 谓词 ,并 在 实际 问题 中 ,无 需 考虑 ~p(x) 时 ,也 可 在 系 
统 内 设 定 P 为 精确 谓词 作 处 理 . 

大 家 知道 ,在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,有 一 条 著名 原则 , 那 就 是 一 个 
谓词 唯一 决定 一 个 集合 . 而 且 在 上 述 传统 集合 论 系统 中 ,任何 造 集 谓 词 都 被 设 定 为 
精确 谓词 , 亦 即 模糊 谓 既 不 是 其 研究 对 象 ,更 扯 不 上 用 来 造 集 了 . 另外 ,任何 无 穷 集 
合 都 是 完成 了 的 实 无 穷 集合 , 亦 即 在 那里 既 不 谈 潜 无 限 ,更 扯 不 上 什么 潜 无 限 弹 性 
集合 之 类 . 但 在 我 们 这 里 , 却 既 要 论 及 潜 无 限 弹性 集合 ,又 要 论 及 实 无 限 刚性 集合 . 
当然 ,对 于 任何 有 穷 集 合 而 言 ,全 是 刚性 集合 . 在 这 里 ,我 们 郑重 声明 一 点 , 即 任何 
有 穷 集 合 都 不 是 下 文中 所 研究 的 内 容 , 亦 即 下 文 所 讨论 的 集合 ,要 人 么 是 潜 无 限 弹 性 

合 ,要 么 是 实 无 限 刚 性 集合 . 在 这 里 ,我 们 将 完全 改变 上 述 传统 集合 论 中 所 论 及 
的 著名 原则 ,重新 建立 一 条 有 关 谓 词 与 集合 之 间 的 关系 的 原则 ,其 内 涵 有 如 下 
两 点 : 

(一 ) 一 个 精确 谓词 能 旦 只 能 确定 一 个 一 意 确定 的 潜 无 限 弹性 集合 . 

(二 ) 一 个 模糊 谓词 既 能 确定 一 个 一 意 确 定 的 实 无 限 刚 性 集合 ,同时 也 可 用 以 
确定 一 个 一 意 确定 的 潜 无 限 弹 性 集合 . 

上 述 原则 表明 , 任 给 一 个 谓词 ,不 论 该 谓词 是 精确 谓词 还 是 模糊 谓词 ,总 能 用 
来 唯一 确定 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 . 但 是 精确 谓词 不 能 用 以 确定 任何 实 无 限 刚性 集 
合 , 只 有 模糊 谓词 才能 唯一 确定 一 个 实 无 限 刚性 集合 ,或 者 说 任何 实 无 限 刚性 集合 
必须 由 模糊 谓词 一 意 确定 . 

我 们 认为 ,上 述 原 则 或 这 样 的 思想 规定 是 合理 的 .有 如 对 上 述 ( 一 ) 而 言 ,既然 
我 们 已 设 定 谓词 已 是 精确 谓词 ,从 而 P 和 导 P 这 一 反对 对 立 面 是 没有 中 介 对 象 
的 . 而 任何 一 个 实 无 穷 刚 性 集合 都 是 完成 式 ,既然 是 完成 式 就 必须 强调 由 对 立 的 此 
方 转化 到 对 立 的 彼 方 . 如 此 由 认识 论 和 科学 哲学 的 普遍 规律 之 一 可 知 , 对立面 的 相 
互 转化 是 要 通过 中 介 过 渡 才 能 完成 的 ,所 以 无 中 介 的 精确 谓词 不 能 完成 这 一 转化 
过 程 . 为 此 ,一 个 精确 谓词 是 不 能 用 来 确定 任何 实 无 穷 刚 性 集合 的 . 但 因 潜 无 限 弹 
性 集合 永远 是 进行 式 , 对 于 任何 潜 无 限 进程 不 存在 由 对 立 此 方 到 对 立 彼 方 的 转化 
问题 ,只 要 求 那些 完全 满足 该 谓词 PP 的 对 象 ,总 能 一 个 一 个 地 被 包容 到 相应 的 弹 
性 集合 中 来 就 可 以 了 . 从 而 用 精确 谓词 来 决定 一 个 一 意 确定 的 潜 无 限 弹性 集合 是 
不 成 问题 的 . 又 对 于 上 述 ( 二 ) 而 言 , 如 果 谓 词 已 是 模糊 谓词 , 则 已 和 寻 己 这 一 反对 
对 立 面 必然 存 有 非 此 非 披 的 中 介 对 象 , 即 有 对 象 上 能 使 有 一 训 (z),. 从 而 由 了 通 
过 一 户 而 苇 化 到 杂书 是 可 以 完成 的 , 亦 即 用 模糊 谓词 已 来 确定 一 个 肯定 完成 式 的 
实 无 限 刚性 集合 是 可 以 实现 的 . 男 一 方面 ,我 们 亦 可 由 该 模糊 谓词 P 来 确定 一 个 
一 意 确 定 的 潜 无 穷 弹 性 集合 ,因为 只 要 此 时 不 去 考虑 由 p 向 习 P 转化 一 事 就 可 以 
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了 . 因为 对 于 该 模糊 谓词 P 而 言 ,我 们 将 完全 满足 该 谓词 P 的 对 象 永 无 止境 地 一 
个 一 个 地 包容 到 相应 的 弹性 集合 中 来 这 件 事 总 能 实现 ,而 且 是 一 件 能 办 到 的 事 . 总 
之 ,这 是 任何 一 个 无 穷 背 景 世界 中 的 谓词 都 能 实现 的 . 


5.2.2 建立 中 介 实 无 限 数学 系统 的 重要 性 与 必要 性 


本 书 3. 4 节 揭 示 了 近代 数学 及 其 理论 基础 中 所 隐 睡 地 存在 着 的 一 对 隐 性 耶 
盾 . 并 在 3. 5 节 至 3. 9 节 中 将 其 在 逻辑 数学 层面 上 浮 出 水 面 . 数学 不 仅 是 一 门 从 量 
的 侧面 探索 研究 客观 世界 的 学 问 ,而 且 还 可 以 毫 不 夸张 地 说 数学 还 是 一 切 科 学 的 
基础 . 数学 的 存在 和 发 展 , 其 一 源 自 系统 外 部 各 门 科 学 之 诞生 与 发 展 的 需求 ,特别 
是 物理 学 .技术 科学 与 计算 机 科学 . 其 二 也 源 自 数学 系统 内 部 的 矛盾 运动 ,有 如 数 
学 历史 发 展 中 悖 论 的 出 现 及 其 解释 方法 的 研究 等 等 . 正 因 为 如 此 ,数学 也 是 一 门 特 
别 重 视 追 求 相 容 性 的 学 问 . 为 之 ,本 书 第 3 章 中 诸多 讨论 ,特别 是 3. 5 节 中 所 证 明 
的 事实 ,有 即 Cantor-Zermelo 意义 下 的 各 种 无 穷 集合 {x IP (zx)} 都 是 自 相 逆 盾 的 错误 
概念 . 那么 试问 数学 与 计算 机 科学 中 众多 立足 于 {x 已 (z)} 概 念 之 上 的 研究 成 果 要 
被 抛弃 ? 这 是 不 可 能 的 . 为 之 我 们 所 面临 的 第 一 个 亟待 解决 的 问题 ,就 是 在 什么 新 
的 解读 方式 下 ,能 以 全 面 保留 数学 与 计算 机 科学 中 的 全 部 研究 成 果 . 第 二 个 吸 待 解 
决 的 问题 ,还 是 要 为 数学 与 计算 机 科学 提供 一 个 没有 隐 性 矛盾 的 逻辑 基础 . 本 书 第 
4 章 所 建立 的 潜 无 限 数学 系统 正 是 为 此 而 做 出 的 努力 . 

中 国 江苏 省 计算 机 科学 技术 工作 始 于 1956 年 , 半 个 世纪 后 ,江苏 省 科学 技术 
协会 组 织 相关 专家 总 结 评估 了 省 内 计算 机 科学 技术 工作 者 50 年 来 的 主要 工作 . 并 
于 2008 年 11 月 召开 第 二 届 江 苏 省 青年 科学 家 大 会 ,在 计算 机 科学 技术 分 论坛 ,由 
著名 计算 机 科学 家 徐 家 福 教授 作 大 会 主题 报告 ,报告 题目 是 “江苏 省 计算 机 科学 与 
技术 发 展 50 年 ”, 内容 分 历程 .工作 、 特 点 及 展望 四 部 分 . 其 中 有 关 成 就 与 工作 部 
分 :(1) 计 算 机 科学 理论 ;(2) 计 算 机 软件 ;(3) 应 用 技术 ;(4) 计 算 机 网 络 ;(5) 计 算 机 
产业 . 其 中 计算 机 科学 理论 有 4 项 工作 ,第 1 项 讲 的 是 “无 穷 观 ” 并 明文 指出 :“ 无 
穷 ” 这 一 概念 是 数学 的 基础 ,也 是 计算 机 科学 的 基础 . 长 期 以 来 ,南京 航空 航天 大 学 
研究 了 两 种 不 同 的 无 穷 观 , 即 “ 潜 无 穷 ” 与 “ 实 无 穷 ”, 建立 了 潜 无 穷 数 学 系统 ,这 是 
一 种 以 修正 了 的 二 值 逻 辑 演算 为 推理 工具 的 潜 无 穷 弹性 集合 的 公理 集合 论 . 与 直 
觉 主义 数学 和 近代 公理 集合 论 相 比 , 它 既 保持 能 行 性 与 潜 无 穷 的 完全 一 致 性 ,又 未 
舍弃 任何 合理 内 容 , 从 而 能 为 计算 机 科学 提供 更 为 合理 的 理论 基础 . 

潜 无 限 数学 系统 的 建立 ,固然 为 上 述 两 个 吸 待 解决 的 问题 给 出 了 正面 的 答案 . 
但 是 由 于 潜 无 限 数学 系统 对 肯定 完全 式 之 实 无 穷 观念 的 完全 排斥 , 必 将 给 我 们 留 
下 茶 些 更 为 深刻 的 问题 需要 解决 . 举 个 明显 的 例子 ,我 们 在 本 书 1. 2 节 中 曾 论 及 著 
名 的 Zeno 悖 论 . 其 中 第 一 个 悖 论 被 Aristotle 称 之 为 “二 分 法 ” 悖 论 ,该 那 论证 明了 
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某 物 K 不 可 能 在 有 限 的 时 间 内 由 A 点 移动 到 B 点 ,但 完全 违背 了 客观 实际 的 事 
实 . 本 书 1. 2 节 中 曾 利用 收敛 无 穷 级 数 求 和 概念 给 出 了 二 分 法 悖 论 的 逻辑 数学 解 
释 方法 , 亦 即 并 非 无 穷 多 个 有 穷 时 间 段 之 总 和 一 定 是 无 穷 , 某 物 K 还 是 能 在 有 限 
时 间 内 由 A 点 移动 到 B 点 的 . 试问 没有 了 实 无 限 的 无 穷 级 数 求 和 表达 式 , 如何 能 
有 所 说 的 二 分 法 悖 论 的 逻辑 数学 解释 方法 . 3. 1. 3 节 中 亦 曾 指出 过 ,Zeno 包括 二 分 
法 悖 论 在 内 的 前 两 个 悖 论 实 际 上 就 是 对 潜 无 限 论 者 的 挑战 . 相 容 性 的 追求 不 限于 
系统 自身 的 相 容 性 追求 ,上 述 二 分 法 悖 论 中 所 体现 出 来 的 ,推理 系统 目 身 看 上 去 能 
以 自圆其说 ,但 推理 结论 却 与 事实 完全 不 相 容 ,这 也 是 一 种 不 相 容 性 ,这 种 不 相 容 
性 的 求解 也 在 相 容 性 追求 之 列 . 

再 如 闭 区 间 [La,6j 内 变量 xz 趋向 于 其 极限 点 5 的 实 无 限 方式 z 个 Ar T2 是 客 
观 存在 的 ,完全 排斥 了 肯定 完成 式 的 实 无 限 ,能 有 什么 方式 来 刻画 这 类 客观 存在 的 
数学 内 容 . 相关 的 例子 不 胜 枚 举 . 然而 更 为 深刻 的 问题 还 在 于 ,对 立 面 的 中 介 过 渡 ， 
模糊 现象 与 模糊 谓词 丝 为 客观 存在 . 如何 可 以 将 其 置身 于 数学 之 外 ,对 这 些 客观 存 
在 同样 应 去 作 数学 的 分 析 和 研究 . 这 才 是 建立 中 介 实 无 限 数学 系统 之 必要 性 的 根 
本 所 在 . 


$5.2.3 基础 无 限 弹性 体 与 实 无 限 刚 性 集合 的 结构 模式 


本 小 节 讨 论 :(1) 建 立 中 介 实 无 限 数学 系统 的 初步 设想 与 规划 ;(2) 实 无 限 刚性 
集合 的 结构 内 涵 . 

今后 将 中 介 实 无 限 数 学 系统 (Mathematical System of Medium Actual Infi- 
nites) 简 记 为 MAIMS. 4. 2 节 中 曾 将 潜 无 限 数 学 系统 (Mathematical System of Po- 
tantical Infinites) 简 记 为 PIMS ,而 PIMS 中 的 逻辑 演算 系统 和 公理 集合 论 系统 , 则 
依次 简 记 为 PIMS-Ca 与 PIMS-Se. 如 此 ,今后 欲 建 之 MAIMS 之 逻辑 演算 系统 和 
公理 集合 论 系统 ,或 许可 以 依次 简 记 为 MAIMS-MACa 和 MAIMS-MASe. 为 了 便 
于 对 照 和 下 面 的 讨论 ,此 处 将 简要 概述 PIMS-Ca 与 PIMS-Se 中 某 些 思想 规定 的 要 
点 ( 详 见 第 4 章 相 关内 容 ). 如 所 知 PIMS-Ca 是 在 修正 经 典 二 值 逻辑 演算 的 基础 上 
建立 起 来 的 . 修正 之 处 主要 有 两 处 ,其 一 是 引进 枚 举 量词 , 亦 即 形式 符号 E 的 名 称 
是 枚 举 量 词 ,由 every 第 一 个 字母 演变 而 来 ,解释 并 读 作 “每 一 ” ,不 允许 读 为 “所 
有 ”, 又 规定 全 称 量词 V 只 允许 解释 并 读 为 ‘(所 有 ?’ ,不 允许 读 为 “每 一 ”. 由 此 严格 区 
分 了 “每 一 与 ‘所有’”. 这 是 对 经 典 二 值 逻 辑 中 全 称 量词 V 解读 约定 的 一 种 修正 . 这 
征 为 了 在 逻辑 数学 推理 过 程 或 推理 层面 上 , 阻 断 混淆 基础 无 限 (eli) 与 实 无 限 (aci) 
的 可 能 性 ,同时 也 严格 区 分 了 湾 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci). 总 之 ,在 推理 过 程 中 或 认 
若 层面 上 , 枚 举 量词 E 指称 并 用 于 进行 式 (going) 和 永远 是 进行 式 (f-going) ,而 全 
称 量词 VY 则 指称 并 用 于 肯定 完成 式 (gone). 此 外 在 推理 规则 中 也 引进 了 枚 举 量词 
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引入 律 (E, ) 和 枚 举 量 词 消 去 律 (E - ). 其 二 是 在 PIMS-Ca 中 ,将 二 值 逻 辑 演 算 中 
的 全 称 量词 引入 律 
(YOT 上 HF- 一 A(a) ,a 不 在 本 中 出 现 坟 TF 一 VxA l(a) 
舍弃 不 用 . 因为 在 无 穷 论 域 中 ,不 受 约束 地 任 选 一 个 对 象 a, 仅 指称 并 用 于 进行 式 
(going) 或 永远 是 进行 式 ( 广 going). 这 表明 全 称 量词 引入 律 (V+) 在 推理 过 程 中 隐 
星 地 贯彻 了 混淆 三 种 无 限 的 思想 规定 ,这 是 不 合理 的 . 这 就 是 说 ,除非 隐 性 规定 eli 
二 poi 二 aci, 才 能 在 逻辑 数学 推理 层面 上 接受 (VY 1 ). 当然 逻辑 演算 中 的 诸多 推理 规 
则 也 是 从 演绎 推理 中 抽象 出 来 并 作 形 式 化 处 理 的 ,例如 我 们 证 明 某 线段 中 垂 线 上 
所 有 点 皆 与 线段 两 端点 等 距离 时 ,就 是 按 (VY+ ) 的 模式 进行 推理 的 . 因此 在 三 种 无 
限 (eli、poi、aci) 之 区 别 和 联系 尚未 十 分 明确 的 历史 背景 下 , 隐 含 某 些 不 很 合理 的 推 
理 思想 规定 也 是 合乎 历史 发 展 规律 的 . PIMS-Ca ,在 经 典 二 值 逻 辑 演算 基础 上 进行 
修正 而 建立 . 但 是 今后 所 要 建立 之 MAIMS-MACa 是 不 可 能 再 立足 于 经 典 二 值 逻 
辑 演算 是 十 分 明显 的 . 因为 3. 2. 3 节 中 的 讨论 已 经 明确 指出 :基础 无 限 Celi) 与 实 无 
限 (aci) 所 构成 的 对 立 关 系 是 有 中 介 的 反对 对 立 关系 (p, 习 p) ,并 在 抽象 与 实例 的 层 
面 上 , 闸 明 了 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 (aci) 是 由 基础 无 限 (eli) 通 过 非 此 非 彼 的 
中 介 过 渡 (transition) 实 现 的 . 我 们 在 2. 4 节 中 讨论 中 介 数 学 系统 时 , 曾 简要 提 及 了 
中 介 逻 辑 演算 系统 ML(MP、MP* .MF、MF* 、ME* ). 为 之 ,我 们 初步 设想 对 于 
MAIMS-MACa 的 建立 , 春 在 中 介 逻 辑 演算 ML 的 基础 上 进行 必要 的 修正 ,应 该 是 
可 行 的 方案 之 一 . 然而 关于 如 何 建立 MAIMS-MASe 而 言 ,立足 于 中 介 公 理 集合 论 
系统 MS( 详 见 2. 4 节 ) 进 行 修正 的 方案 却 是 不 可 行 的 ,因为 不 仅 MAIMS-MASe 与 
MS 中 之 实 无 穷 刚 性 集合 的 结构 模式 完全 不 同 , 而 且 两 个 系统 中 各 自 包含 的 那些 
特殊 类 型 集合 之 建立 与 存在 的 根源 毫 不 相干 ,进而 两 个 系统 中 的 集合 之 间 的 运算 
关系 也 将 大 为 改观 . 
如 4.4 节 所 示 , 在 PIMS-Se 中 有 两 类 变 元 符号 : 即 有 穷 刚 性 (rigid) 集 合 变 元 x 
和 潜 无 限 弹 性 (spring) 集 合 变 元 x ,依次 记 为 FRig (x) 和 PSpr (x ), 又 规定 
FRig(x) 解 释 并 读 为 “x 是 有 穷 刚 性 集合 ”, 而 PSpr(Cz ) 解 释 并 读 为 “zx 是 潜 无 限 弹 
性 集合 ” 此 外 ,PIMS-Se 中 有 两 个 常 谓词 : 即 € 与 € ,其 中 €E 解 释 并 读 为 ‘属于 ’ ,而 
且 € 仅 用 于 刻画 变 元 与 有 穷 刚 性 集合 之 间 的 关系 ,又 解释 并 读 为 “包容 于 ,并且 
E 仅 用 于 刻画 变 元 与 潜 无 限 弹性 集合 之 间 的 关系 . 
在 今后 欲 建 之 MAIMS-MASe 中 ,上 文 所 涉及 之 变 元 、 常 谓词 和 集合 , 即 €、 


E .FRig(x) 和 PSpr(zx ) 都 将 引入 沿用 . 还 将 扩充 引入 基础 无 限 (eli) 弹 性 体 和 实 无 
限 (aci) 刚 性 集合 等 概念 ,并 依次 记 为 Espr(y) 和 ARig(y ) ,并 规定 Espr(y) 解释 
并 读 为 “> 是 基础 无 限 弹性 体 ”，ARig(y ) 解 释 并 读 为 “y 是 实 无 限 刚性 集合 ” 在 
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MAIMS-MASe 中 ,也 用 于 刻画 变 元 与 基础 无 限 弹性 体 之 间 的 关系 ,又 也 用 于 
刻画 变 元 与 实 无 限 刚性 集合 之 问 的 关系 . 

我 们 在 3. 2. 3 节 中 定义 了 既 不 同 于 实 无 限 (aci) ,又 不 同 于 淤 无 限 (poi) 的 基础 
无 限 (eli) 概 念 , 即 oli 二 a 一 fin A 个. 并 将 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 的 描述 性 定义 重 
新 表述 为 :aci 一 weli transition 工 ,poi 一 deli strengthen 干 . 此 外 ,本 书目 3. 6. 1 节 开 
始 , 并 在 其 后 曾 多 次 讨论 过 潜 无 限 弹 性 集合 的 概念 ,又 在 4.4 节 中 形式 地 引进 了 有 
穷 刚 性 集合 FRig(z) 和 洪 无 限 弹 性 集合 PSpr(x'), 下 文 还 将 讨论 实 无 限 刚 性 集合 
ARig(y) 的 内 涵 与 结构 . 应 该 指出 ,FRig(x)、PSpr(zx ) 和 ARig(y) 依 次 是 有 限 
(fin) ,法 无 限 (poi) 和 实 无 限 (aci) 在 谓词 与 集合 层面 上 的 独立 研究 对 象 . 现在 的 问 
题 是 在 谓词 与 集合 层面 上 ,能 否 同 样 地 建立 一 个 相应 于 基础 无 限 (el) 的 独立 研究 
对 象 ? 比如 说 ,ESpr(y ) 解 释 并 读 为 “y 是 基础 无 限 弹 性 集合 ”, 这 是 不 可 能 的 . 因 
为 FRig(z)、PSpr(z ) 和 ARig(y) 在 谓词 与 集合 层面 上 有 独立 存在 的 不 变性 和 稳 
定性 . 其 中 FRig(z) 和 ARig(y) 不 必 多 作 解 释 , 早 在 近代 公理 集合 论 中 就 植 根 于 我 
们 的 思维 活动 中 . 对 于 PSpr(z ) 要 略 作 说 明 , 因 为 潜 无 限 (poi) 具 有 动态 性 和 不 确 
定性 ,然而 作为 永远 是 进行 式 ( 广 going) 与 否定 完成 式 ( 一 gone), 这 一 特征 性 却 具 有 
不 变性 和 稳定 性 . 从 而 作为 其 谓词 与 集合 层面 上 的 潜 无 限 弹 性 集合 而 言 ,表面 上 看 
也 有 其 动态 性 和 不 确定 性 ,然而 那些 完全 满足 谓词 p 的 对 象 , 永 无 止境 地 被 包容 到 
潜 无 限 弹 性 集合 中 去 的 那 种 动态 性 , 却 具有 不 变性 和 稳定 性 ,因而 有 其 独立 存在 
性 . 然而 基础 无 限 (el) 却 不 一 样 ,因为 基础 无 限 (eli) 既 可 通过 中 介 而 过 渡 (transi- 
tion) 到 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 (aci) ,又 可 进一步 强化 (strengthen) 到 否定 完 
成 式 ( 一 gone, f-going) 的 潜 无 限 (poi). 正 因为 基础 无 限 (eli) 存 在 两 种 完全 不 同 趋 
加 的 不 稳定 性 ,从 而 在 谓词 与 集合 层面 上 , 就 无 法 建立 起 能 与 FRig(x)、ARig(y) 
和 PSpr(z ) 相 并 列 , 并 具有 不 变性 与 稳定 性 的 独立 研究 对 象 . 但 这 并 不 妨碍 我 们 
去 建立 一 种 不 在 谓词 与 集合 层面 上 ,而 且 又 不 具有 那 种 不 变性 与 稳定 性 的 相应 于 
基础 无 限 (eli) 的 概念 , 即 Espr(y ) ,解释 并 读 为 “y 是 基础 无 限 弹性 体 ?”，Espr(y”) 
这 个 概念 对 我 们 是 有 用 的 ,不 仅 完 全 满足 谓词 如 的 对 象 ,同样 可 以 不 断 地 被 包容 到 
基础 无 限 弹性 体 中 来 ,而 且 可 以 在 Espr(y ) 基 础 上 通过 非 此 非 彼 的 中 介 对 象 过 渡 
(transition) 到 具有 不 变性 与 稳定 性 的 实 无 限 刚 性 集合 ARig(y) ,也 可 以 在 Espr 
(y ) 的 基础 上 进一步 加 强 而 被 强化 (strengthen) 为 具有 稳定 性 与 不 变性 的 潜 无 限 
弹性 集合 PSpr(z ). 简要 表示 如 下 : 

(1) 无 穷 观 层面 :eli 《< 


—>strengthen 一 pol， 


(2) 谓 词 与 集合 层面 :Espr (y) 《 


transition 一 aci, 


transition —> ARig(Cy)， 
strengthen -> PSpr(y ). 
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s.2 实 无 限 刚 性 集合 之 内 涵 与 结构 


现在 我 们 来 讨论 实 无 限 刚 性 集合 ARig(z)( 此 处 简 记 为 A) 的 内 涵 与 结构 模 
式 . 设 PP 为 一 模糊 谓词 ,因此 P 和 它 的 对 立 面 导 P 之 间 的 对 立 关 系 是 一 个 有 中 介 
的 反对 对 立 面 (P, 习 P), 即 有 对 象 满足 ~~P(zx)& ~~ 习 P(x)( 有 时 简 记 为 ~~P 
或 ~ P(x)). 由 于 我 们 基于 造 词 谓词 P 去 构造 一 个 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 刚 
性 集合 A, 因 此 必须 完成 由 PP 中 介 过 渡 (transition) 到 PP, 这 样 所 要 构造 的 那个 实 
无 限 刚性 集合 A 应 包含 如 下 几 个 方面 的 内 容 : 其 一 是 那些 完全 满足 PP 的 对 象 z, 即 
P(x), 其 二 是 那些 部 分 满足 P 同时 又 部 分 满足 习 PP 的 对 象 x, 即 一 P(r)& 
一 习 P(x), 其 三 是 至 少 有 一 个 完全 满足 导 P 的 对 象 a, 即 习 P(a). 如 此 ,所 要 构造 的 
实 无 限 刚 性 集合 A 的 解释 表达 式 应 该 是 

A= {x,a P(r)or~P(r)& ~ P(r)or a)， 

其 中 a 完全 满足 如 书 , 即 汪 P(a). 

根据 上 述 实 无 限 刚性 集合 A 的 解析 表达 式 , 构 造 A 的 具体 步骤 如 下 : 

第 一 步 , 先 基于 那些 完全 满足 PP 的 对 象 x 建立 一 个 基础 无 限 弹性 体 ESpr(z)， 


简 记 为 a, 每 一 个 完全 满足 P 的 对 象 x 可 以 无 止境 地 被 包容 到 a 中 去 , 即 x Ena. 
第 二 步 , 再 让 那些 部 分 满足 P 同时 又 部 分 满足 习 PP 的 中 介 对 象 z, 即 每 一 


个 一 PCz)& ~ P(r) 的 中 介 对 象 + 无 止境 地 部 分 包容 到 a 中 去 , 即 xz 一 Eu 
第 三 步 , 再 让 那些 ~ P(Cz)e 一 习 P(z) 的 zz 也 一 个 一 个 部 分 粘贴 在 那个 完全 
满足 习 P 的 党 元 a 上 . 
内 此 所 要 构建 的 实 无 限 刚性 集合 ARig(x)= 二 A 的 内 涵 及 其 结构 模式 的 直观 图 
如 图 5. 2; 


po ~P(xX) &~ P(x 
~P (x) 


图 5.2 


对 于 上 述 A 二 ARig(x) 的 内 涵 及 其 结构 模式 ,应 注意 以 下 性 质 . 
(1) 当 A 二 ARig(x) 构 成 以 后 ,当然 可 以 断言 所 有 满足 谓词 PP 的 对 象 都 是 A 的 
元 素 , 亦 即 YxzCPCz) 一 xzE 4). 但 是 古典 集合 论 . 近 代 公 理 集合 论 和 中 介 公 理 集 合 
论 中 的 那 种 {x 了 BCz) 在 MAIMS-MASe 中 是 不 存在 的 , 亦 即 在 MAIMS-MASe 的 
油 记 与 集合 的 层面 上 ,不 存在 愉 由 A 一 ARig(x) 中 全 体 满足 P 的 xz 的 构成 的 所 谓 
“集合 ”. 
(2) 正 如 前 文 所 述 , 我 们 也 可 以 在 A 二 ARig(x) 中 的 那个 基础 无 限 弹性 体 Espr(x) 
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基础 上 强化 (strengthen) 生 成 一 个 8 二 PSpr (zx). 但 要 明确 指出 ,任何 基于 8B 二 
PSpr(x) 通 过 中 介 过 渡 (transition) 而 生成 A 二 ARig(x) 的 设想 都 是 错误 的 . 因为 
B 二 PSpr(x) 是 否定 完成 式 (gone, 广 going) ,而 A 二 ARig(x) 却 是 肯定 完成 式 
(gone) ,所 以 A 一 ARig(x) 与 8 二 PSpr(Cz) 是 一 种 无 中 介 的 矛盾 对 立 关系 (了 了 ,一己 )， 
从 而 两 者 之 间 无 中 介 过 渡 (transition) 可 言 , 事 实 上 ,A 一 ARig(z) 与 8 一 PSpr(Cz) 正 
是 实 无 限 (aci) 与 潜 无 限 (poi) 这 一 无 中 介 的 矛盾 对 立 关 系 , 在 谓词 与 集合 层面 上 的 
具体 实现 . 

(3) 基 于 上 述 (2) 的 讨论 可 知 ,如 果 我 们 在 A 二 ARig(z) 中 将 那个 完全 满足 *P 
的 常 元 a 取出 , 则 不 仅 是 对 A 二 ARig(zx) 之 肯定 完成 式 (gone) 的 一 种 否定 ,而 且 a 
必 将 那些 部 分 粘贴 在 其 上 的 中 介 对 象 带 出 ,因为 那些 中 介 对 象 完全 失去 了 过 湾 
(transition) 的 目标 ( 即 当 己 ), 而 无 目标 的 中 介 过 湾 (transition) 必 将 完全 录 失 过 湾 
(transition) 意义 ,因此 形成 该 中 介 过 渡 (transition) 中 的 中 介 对 象 也 将 失去 存在 的 
意义 ,没有 意义 的 人 存在 就 是 不 复 存 在 . 由 此 可 见 ,看 将 A 王 ARig(Cz) 中 之 满足 汪 己 的 
常 元 ec 从 4A=ARig(Cz) 中 取出 , 则 A 王 ARig(z) 就 不 复 存 在 , 剩 下 的 要 么 是 不 在 谓 
词 和 集合 层面 上 的 Espr(z) ,要 么 是 基于 Espr(x) 强 化 (strengthen) 生 成 的 潜 无 限 
弹性 集合 PSpr(x). 从 而 就 由 肯定 完成 式 (gone) 回 归 到 和 否定 完成 式 ( 一 gone, 广 go- 
ing) ,或 者 随 着 肯定 完成 式 的 被 否定 而 退化 为 进行 式 (going) 的 基础 无 限 (eli). 

(4) 古 典 集合 论 .近代 公理 集合 论 和 中 介 公 理 集合 论 ,都 在 一 个 谓词 唯一 确定 
一 个 实 无 限 刚性 集合 的 思维 方式 下 ,在 造 集 过 程 中 ,将 上 文 所 讨论 之 一 P(z) 筷 一 
习 P(x) 和 习 P 完全 简化 掉 , 这 是 不 合理 的 . 所 构造 出 来 的 只 是 理想 层面 上 的 “肯定 
完成 式 ”(gone) ,但 在 实际 层面 上 却 是 否定 完成 式 ( 一 gone), 亦 即 理想 中 的 实 无 限 
(aci) ,实际 上 的 潜 无 限 (po). 

《5) 最 后 还 有 一 点 要 郑重 明示 ,此 乃 基 础 无 限 (eli) 与 潜 无 限 (poi) 的 明确 区 分 ， 
就 是 进行 式 (going) 与 永远 是 现在 进行 式 (f-going) 的 严格 区 别 . 又 确认 潜 无 限 
(poi) 与 实 无 限 (aci) 之 间 的 对 立 关 系 是 没有 中 介 的 矛盾 对 立 (P, 一 了) ,就 是 确认 法 
无 限 (poi) 为 否定 完成 式 ( 二 gone), 从 而 它 与 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无限 (aci) 之 
间 , 既 不 存在 什么 中 介 过 渡 (transition), 也 不 是 什么 进行 式 (going) 到 完成 式 
(gone) 的 转换 ( 话 见 3. 2. 2 节 与 3. 2. 3 市 ). 这 在 研究 无 穷 观 问题 的 历史 发 展 中 ,应 
该 是 一 次 重大 的 认识 和 进步 . 历史 地 说 ,此 前 对 潜 无 限 与 实 无 限 的 区 别 与 联系 的 讨 
论 , 都 是 比较 模糊 并 有 其 局 限 性 . 特别 是 那 种 认为 实 无 限 (aci) 可 以 在 潜 无 限 (poi) 
基础 上 生成 的 认识 ,有 如 Robinson 语 :“ 洪 无 限 (poi) 是 实 无 限 (aci) 的 初始 片断 .” 
均 有 其 历史 局 限 性 和 模糊 性 . 在 本 书 3. 2. 2 节 与 3. 2. 3 节 的 研究 基础 上 , 实 应 将 
Robinson 语 修改 为 :基础 无 限 (eli) 既 是 实 无 限 (aci) 的 初始 片断 ,也 是 漆 无 限 (poi) 
的 初始 片断 . 
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6.1 预备 知识 


本 书 2. 5. 2 节 中 曾 明 确 指 出 ,自从 Aristotle 以 来 ,形式 逻辑 就 区 分 了 有 中 人 
的 反对 对 立 面 (p, 习 p) 和 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (p, 一 旋 ) ,而 且 夺 有 对 象 z 满足 一 也 
(7X)&.~ 习 p(x), 则 对 象 x 就 是 该 反对 对 立 面 (p, 寻 加 ) 的 中 介 对 象 ,该 中 介 对 象 
部 分 地 具有 性 质 p ,同时 又 部 分 地 具有 性 质 习 p. 然而 经 典 二 值 逻 辑 思维 模式 很 快 
就 占有 了 主流 地 位 ,人 们 认为 ,命题 只 能 取 真 、 假 两 个 值 , 亦 即 一 个 命题 只 能 非 真 即 
假 , 这 就 是 非 美 即 丑 \ 非 善 即 恶 、 非 男 即 女 等 等 . 但 是 Aristotle, 即使 在 这 种 二 值 思 
维 模 式 已 经 占有 了 主流 地 位 的 情况 下 ,仍然 对 这 种 二 值 观 念 提出 异议 . 他 举例 说 ， 
“明天 发 生 海 战 ” 这 一 命题 的 真 值 ,在 今天 是 无 法 决定 的 ,因此 现在 该 命题 具有 介 于 
真 与 假 之 间 的 中 间 值 . 然而 遗憾 的 是 Aristotle 的 这 一 思想 没有 受到 重视 ,而 且 在 
往 后 的 很 长 历史 阶段 中 ,没有 得 到 发 挥 . 直到 20 世纪 的 :20 年 代 , 波 兰 数学 家 P.J. 
tukasiewicz 和 美国 数学 家 E. L，Post 才 各 自发 展 了 一 套 多 值 逻 辑 系 统 . P.]. 
tukasiewicz 沿袭 上 述 Aristotle 的 思想 ,在 1920 年 构造 了 他 的 三 值 逻辑 系统 ,他 把 
真 、 假 之 外 的 第 三 值 解释 为 “未 决定 的 ”或 “可 能 的 ”, 表 示 未 来 可 能 发 生 的 状态 . 后 
来 他 又 将 他 的 三 值 风 辑 推广 到 值 及 无 穷 值 . 1921 年 ,E. L.。Post 又 独立 地 建立 并 
发 展 了 他 的 有 和 穷 值 逻辑 系统 , 往 后 大 量 反 映 不 同 哲 学 背景 ,具有 不 同 应 用 领域 的 多 
值 于 辑 系统 相继 问世 . 近 现 代 随 着 计算 机 科学 与 剖 能 科学 的 发 展 ,各 种 非 经 典 人 逻辑 
更 是 十 后 春 敌 般 地 涌现 出 来 ,中 介 逻 辑 演算 系统 ML 始 建 于 1984 年 ,也 是 一 种 非 
经 典 逻 辑 ,28 年 来 中 介 逻 辑 的 发 展 概 况 许 见 本 书 2. 5. 1 节 . 

本 章 需 用 到 前 5 章 的 许多 重要 结论 ,反对 对 立 与 和 矛盾 对 立 部 分 ,可 详 见 本 书 
2. 5. 2 节 ; 中 介 原 则 与 无 中 介 原 则 详 见 2. 5. 3 节 ; 潜 无 限 与 实 无 限 详 见 3. 2. 1 节 ; 洪 
无 限 与 实 无 限 的 对 立 天 系 详 见 3. 2. 2 三 ;第 三 种 无 限 一 一 基础 无 限 详 见 3. 2. 3 节 ; 
变量 趋向 其 极限 的 aci 方式 及 其 中 介 过 渡 详 见 3. 8. 2 节 ， 


| 6. 2 中 介 远 辑 与 数学 物理 危机 


本 书 第 2 章 曾 详细 论述 并 指出 ;20 世纪 60 年 代 ,Zadeh 创建 了 模糊 数学 . 随 着 
模糊 数学 的 诞生 ,必然 面 对 如 何 黄 定 其 理论 基础 的 问题 . 方案 之 一 是 直接 奠基 于 近 
代 公 理 集合 论 , 这 样 模糊 数学 将 成 为 近 现代 数学 的 一 个 很 小 的 分 支 ,这 将 大 大 限制 
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模糊 数学 的 发 展 . 方案 之 二 是 建立 ZB 系统 ,但 其 配套 的 推理 工具 仍然 是 二 什 逻 和 尼 
演算 ,模糊 数学 仍然 没有 它 自 身 所 特有 的 逻辑 演算 系统 . 方案 之 三 就 是 在 中 介 原 则 

下 ,构建 中 介 数 学 系统 MIL&.MS, 这 样 模糊 数学 就 既 有 其 特有 的 逻辑 演算 系统 , 广 

有 其 特有 的 公理 集合 论 系统 , MIS&.MS 也 确实 为 处 理 精确 现象 的 经 典 数学 和 处 理 
模糊 现象 的 不 确定 性 数学 提供 了 一 个 共同 的 理论 基础 . 应 该 说 ML&MS 就 是 在 这 
样 的 时 代 背 景 和 数学 背景 下 建立 起 来 的 . 为 之 ,可 否认 为 ,在 人 类 智慧 的 知识 历史 
进程 中 ,对 于 中 介 观 念 的 需求 性 起 始 于 20 世纪 中 ,后 期 ,或 者 说 模糊 数学 诞生 前 后 

呢 ? 我 们 的 回答 是 否定 的 . 下 文 的 讨论 将 指出 ,人 类 智慧 对 于 中 介 观 念 的 需求 性 ， 

也 和 中 介 观 念 的 出 现 一 样 ,可 以 追溯 到 古 希 腊 的 Pythagoras 时 代 . 


6.2.1 中 介 观 念 与 第 一 次 数学 危机 


本 书 1. 3 节 中 曾 指 出 :所 谓 数学 危机 , 指 的 是 在 数学 发 展 的 某 个 历史 阶段 中 ， 
出 现 一 种 相当 激化 的 .涉及 整个 数学 理论 基础 的 矛盾 . Pythagoras 时 代 的 信条 是 一 
切 几 何 量 都 能 用 有 理 数 来 表示 ,但 Hippasus 指出 : 取 一 个 两 直角 边 为 1 的 等 腰 直 
角 一 角形 ,其 斜 边 这 个 几何 量 ,无 法 用 整数 或 整数 比 去 表示 . 这 就 迫使 Pythagoras 
学 派 承 认 这 一 那 论 ,并 提出 用 “单子 ”这 一 概念 去 解决 这 一 矛盾 . 什么 是 “单子 ”概念 
昵 ?7 Luchins。A 、Luchins. 下 在 文献 [167j 中 说 :单子 概念 是 一 种 如 此 之 小 的 度量 
单位 ,以 致 其 本 身 是 不 可 度量 的 , 却 同时 又 要 保持 为 一 种 单位 . 这 或 许 是 企图 通过 
‘无穷 ' 来 解决 问题 的 最 早 努 力 . ”如果 “ 单 子 ” 这 个 概念 是 一 种 非 此 非 彼 的 中 介 观 
念 ,那么 Pythagoras 提出 要 用 它 来 解决 矛盾 ,这 器 标志 着 一 种 对 中 介 观 念 的 需求 
性 了 .在 这 里 ,我 们 来 探讨 一 下 “单子 ”这 个 概念 是 或 不 是 一 种 中 介 观 念 ? 按 上 文 所 
引 Luchins，A &. Luchins. 下 在 文献 [167] 对 “单子 ”所 下 的 描述 性 定义 可 知 , 单 子 
必须 保持 为 一 种 单位 ,大 家 知道 0 是 不 可 能 作为 单位 的 ,因此 单子 具有 二 0 的 性 
质 ,但 是 单子 又 是 不 可 度量 的 ,大 家 知道 任何 盖 0 的 几何 量 都 是 可 以 度量 的 ,所 以 
单子 应 具有 三 0 的 性 质 . 但 无 论 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 习 PP), 还 是 无 中 介 的 矛 
牛 对 立 面 (P, 一 P), 在 任何 逻辑 系统 中 ,特别 是 在 二 值 逻 辑 系统 和 中 介 逻 辑 系统 
中 ,有 对 象 x 满足 P(x) 人 P(r) 或 P(x)A 一 P(x) 是 不 可 能 成 立 的 . 在 这 里 
P(x), 忆 P(r) 和 一 P(x) ,依次 表示 x 完全 满足 Px 完全 满足 习 P,x 完全 满足 一 PP. 
对 于 (二 0, 二 0) 这 一 对 立 面 而 言 , 亦 不 应 例外 . 特别 是 在 二 值 逻 辑 系统 和 中 介 逻 辑 
系统 中 ,不 可 能 有 对 象 x 使 有 (x 守 0 A x = 二 0). 

但 (xz 0,x 三 0) 在 中 介 逻 辑 系 统 中 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 p), 而 且 ~ 
(人 全 0) 忆 一 (zx=0) 就 是 (>0,z=0) 的 中 介 对 象 . 当然 ~ 一 (x+ 计 0)&& 和 ~ (x 二 0) 
在 二 值 逻辑 框架 下 是 不 可 思议 且 不 可 解读 的 ,但 一 (z>>0)& 一 (=0) 在 中 介 逻 
辑 框架 下 却 可 得 到 科学 而 合理 之 解读 . 
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6.2 中介 逻辑 与 数学 物理 危机 

现 将 上 文 所 论 之 “单子 ”概念 简 记 为 y , 亦 即 我 们 有 jy 二 “单子”. 按 上 文 
Luchins，A & Luchins. 下 在 文献 [167] 中 对 y 的 描述 性 定义 . 我们 有 : 

(1) 4 必须 是 一 种 单位 ,从 而 必须 有 jy > 0 ,因为 只 有 0 是 不 能 做 单位 的 . 

(2) 4 本身 是 不 可 度量 的 ,从 而 必须 jy = 二 0 ,因为 只 有 0 的 几何 量 是 无 法 度 
量 的 %. 

由 如 上 (1 和 (2)? 可 知 , 若 要 w 既 可 以 做 单位 ,同时 又 不 可 度量 , 则 必须 w >0 & 
4 一 0. 这 是 任何 可 靠 相 容 的 逻辑 系统 所 不 能 接受 的 . 然而 我 们 却 能 在 中 介 逻 辑 杠 
架 下 ,给 出 (ww>>0 ,wx =0) 的 中 介 对 象 一 (A>0) 包 一 (CA=0) ,并 作出 如 下 的 解 
读 : 

(1) 由 一 (>0) 可 推出 不 是 0, 既然 不 是 0, 那 么 w 就 可 以 做 单位 ,因为 只 
有 0 才 不 能 做 单位 . 

(2) 由 ~~(y 二 0) 可 推出 不 是 大 于 0 的 量 , 既 然 六 不 大 于 0, 那么 就 是 不 可 
度量 的 ,因为 只 有 大 于 0 的 几何 量 , 才 有 长 度 , 才 可 以 度量 . 

这 表明 只 有 取 (p>0,wx 一 0) 的 中 介 值 ,才能 使 得 既 可 以 做 单位 ,并 且 y 又 是 
不 可 度量 的 ,这 两 件 事 同 时 成 立 , 亦 即 只 有 中 介 逻 辑 才 是 “是 单位 &jy 不 可 度量 ” 
的 逻辑 基础 . 而 且 这 也 就 是 Pythagoras 当年 所 需求 的 “单子 ”概念 ,但 这 在 二 值 思 
维 模 式 占 主 流 地 位 的 年 代 , Pythagoras 所 提出 的 “单子 ”概念 ,只 能 被 Zeno 驳 得 哑 
口 无 言 . 


6.2.2 中 介 观 念 与 物理 危机 


如 所 知 , 近 现代 物理 学 家 在 他 们 关于 微观 世界 的 研究 中 , 曾 以 只 有 位 置 而 没有 
大 小 的 观念 去 建立 基本 粒子 的 点 模型 . 但 是 ,以 这 种 点 模型 为 基础 的 量子 场 论 的 一 
些 理论 的 研究 中 遇 到 了 深刻 困难 . 坂田 昌 一 在 文献 [199] 中 指出 :“ 本 来 只 有 在 较 大 
的 时 空 领 域 为 研究 对 象 ,以 致 可 以 忽略 基本 粒子 的 内 部 结构 时 , 才 可 以 把 基本 粒子 
看 做 数学 点 . 但 是 以 点 模型 为 基础 的 理论 形式 一 旦 能 够 用 严密 的 数学 形式 加 以 发 
展 而 且 获 得 某 些 成 功 时 ,往往 就 忘记 了 当初 所 采取 的 近似 意义 ,而 被 一 种 错觉 所 蒙 
藏 ,好 像 所 研究 的 对 象 本 身 就 是 数学 点 . ”而 且 这 就 势必 导致 所 有 的 基本 粒子 都 没 
有 了 内 部 结构 而 属于 同一 阶层 的 混乱 . 所 以 坂田 昌 一 进一步 指出 :“ 如 果 基 本 粒子 
的 点 模型 仍然 袭 用 数学 点 (只 有 位 置 而 没有 大 小 ) 的 概念 来 建立 ,那么 哲学 上 亦 将 
导致 物质 始 原 的 混乱 , W. Heisenberg 认为 要 引进 长 度 的 最 小 单位 , 即 普 遍 长 度 这 
个 概念 去 克服 困难 ,他 认为 量子 场 论 中 诸如 发 散 困难 的 根源 就 在 于 基本 粒子 的 点 


中 当然 在 Pythagoras 那个 任何 几 量 都 能 用 有 理 数 去 度量 的 时 代 , 确实 存在 着 等 腰 直 角 三 角形 斜 边 之 长 
度 , 它 既 大 于 0 却 又 不 可 度量 .但 在 这 里 完全 不 影响 此 处 的 推理 . 


第 6 章 ， 中介 与 二 值 两 种 逻辑 框架 的 不 可 缺失 性 
模型 没有 反映 这 个 普遍 长 度 ( 即 长 度 的 最 小 单位 ) 的 存在 . 

其 实 如 上 所 论 之 普遍 长 度 这 个 概念 被 定义 为 “长 度 的 最 小 单位 ”, 和 仔细 分 析 起 
来 与 6. 2. 1 节 中 所 说 Pythagoras 提出 的 “单子 ”概念 十 分 类 同 . 因为 普 近 长 度 既 然 
必须 保持 为 一 种 单位 ,由 于 0 是 不 能 作为 单位 的 ,所 以 普遍 长 度 应 具有 “二 0” 的 性 
质 ; 反 之 ,普遍 长 度 又 是 一 种 长 度 最 小 的 单位 ,那么 试问 任 给 s 二 0 ,不 论 。 多 么 小 ， 


已 一 定 比 e 还 小 ,如 此 下 去 ,长 度 就 没有 了 ,事实 上 ， 1 一 ( 广 十 寺 十 当 十 广 十 ……) _ 


1 一 1 一 0 ,所 以 普遍 长 度 这 个 概念 又 应 具有 “二 0” 的 性 质 . 如 果 我 们 用 符号 o 来 表 
示 普 遍 长 度 , 亦 即 o = a 普 志 长 度 ”, 则 c 将 既 具 有 ”之 0 的 性 质 , 同 时 又 具有 “一 0” 
的 性 质 . 但 是 在 二 值 逻 辑 框 潜 和 中 介 逻 辑 系统 中 ,(c >0) Ac 三 0) 是 不 可 能 成 
立 的 . 

但 如 同 6. 2. 1 中 对 “单子 ”jy 的 处 理 那样 ,我 们 在 中 介 逻 辑 框 架 下 , 却 可 有 
(o >>0 , o 二 0 ) 的 中 介 对 象 ~(o0)&~(o 二 0 ), 并 作 如 下 解读 : 

(1) 由 一 (cc>0 ) 可 推出 o 不 是 0, 既 然 o 不 是 0, 那 么 a 可 以 作为 单位 ,因为 只 
有 0 是 不 可 以 作为 单位 的 . 

(2) 由 一 (cc 三 0 ) 可 推出 c 不 是 大 于 0 的 量 , 既 然 o 不 是 大 于 0 的 量 , 那 么 与 大 
于 0 的 量 相 比 ,其 长 度 可 谓 最 小 . 

这 表明 只 有 在 中 介 逻 辑 系统 中 , 取 (c>0,c 一 0) 的 中 介 值 一 (c>0) 必 一 (一 0)， 
才能 使 得 : 

“o 是 单位 &o 长 度 最 小 ” 

能 以 实现 , 亦 即 中 介 逻 辑 才 是 W. Heisenberg 的 “普遍 长 度 ” 概 念 的 逻辑 基础 . 


6.2.3 中 介 观 念 与 第 二 次 数学 危机 


在 本 书 1. 3 节 中 , 曾 简 要 地 言及 18 世纪 微 积分 诞生 以 来 ,在 数学 界 出 现 的 混 
乱 局 面 , 即 所 育 的 第 二 次 数学 危机 . 在 那里 曾 以 求 取 自 由 落体 在 时 刻 之 点 速度 为 
育 景 言及 Berkeley 悖 论 . Berkeley 悖 论 的 核心 含义 指 的 是 如 下 矛盾 : 
(A) 为 要 使 下 落 距离 上 与 时 间 之 比 产 有 意义 ,必须 hz0; 
(※) 
(B) 为 要 求 得 目 由 落体 在 1 二 to 时 刻 的 点 速度 是 gto ,必须 hh 二 0. 
Berkeley 指出 :在 同一 个 问题 的 同一 个 求解 过 程 中 的 同一 个 量 h ,何以 能 既 不 
等 于 0, 同 时 又 等 于 0 呢 ? 实际 上 就 是 问 ,在 系统 中 为 什么 出 现 (P 福 0) A (4 二 0) 
这 种 不 允许 出 现 的 事情 ?Newton 和 Leibniz 为 摆脱 此 困境 而 分 别提 出 种 种 解释 ， 
在 这 里 主要 讨论 如 下 之 “无 穷 小 量 ” 概 念 的 解释 方法 . 
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6.2 中 介 逻 辑 与 数学 物理 危机 


Newton 说 ,“ 记 是 ‘无 穷 小 量 , 故 及 天 0 ( 实 指 h 守 0 ) ,因此 二 有 意义 ,并 可 化 


为 上 = gto 十 去 B ,但 这 个 无 穷 小 量 h 与 大 于 0 的 有 限量 相 比 , 已 经 小 到 可 以 忽略 


不 计 ,于 是 可 将 方 gh 丢掉 ,从 而 使 得 二 变 为 gto。, 这 就 是 自由 落体 在 1 二 如 时刻 的 


点 速度 , 亦 即 V|,-， 二 gto . ”对 照 前 文 所 已 讨论 过 的 Pythagoras 提出 的 “单子 ” 概 
念 ,W，Heisenberg 提出 的 “普遍 长 度 ” 即 “长 度 之 最 小 单位 ”概念 ,以 及 Newton 与 
Leibniz 在 这 里 提出 的 “无 穷 小 量 ” 概 念 ,三 者 之 探索 和 刻画 的 目标 完全 类 同 ,都 在 
寻求 一 种 介 于 (之 0) 与 (二 0) 之 间 的 中 介 概 念 ,寻求 一 种 似 0 非 0 或 既 不 (二 0) 又 不 
(二 0) 的 概念 . 现 将 “单子 ”“ 普 遍 长 度 ” 和 “无 穷 小 量 ” 这 三 个 概念 的 描述 性 定义 并 
列 在 一 起 ,用 对 比分 析 的 方法 重新 讨论 如 下 :首先 ,“ 单 子 ” 和 “普遍 长 度 ” 均 要 求 保 
持 为 一 种 单位 ,当然 不 是 0, 因为 0 不 能 作为 单位 .“ 无 穷 小 量 ” 则 直接 指明 它 不 是 
0. 反 之 ,三 者 又 都 不 是 (>>0) 的 量 ， 单 子 " 指 名 其 如 此 之 小 ,小 到 其 本 身 是 不 可 度量 
的 ,因此 它 不 具有 普通 (0) 的 性 质 ,因为 (六 0) 的 几何 量 总 是 可 以 度量 的 “普通 长 
度 ” 要 求 它 是 最 小 的 单位 ,如 果 它 是 具有 普通 (二 0) 的 性 质 ,就 不 可 能 是 最 小 的 , 例 
如 它 的 一 半 一 定 比 它 还 要 小 ,从 而 “普遍 长 度 ” 不 具有 普通 (二 0) 的 性 质 . 再 说 这 个 
“无 穷 小 量 ”h ,Newton 说 它 与 普通 (0) 的 量 相 比 , 已 经 小 到 可 以 忽略 不 计 , 大 家 
知道 除了 0 之 外 ,还 有 什么 量 可 以 忽略 不 计 , 须 知 , 这 里 所 求 的 是 自由 落体 在 tio。 时 
刻 的 点 速度 ,要 求 出 一 个 精确 值 ,并 不 是 在 求 一 个 某 种 允许 的 近似 范围 内 的 近似 
值 ,所 以 "无穷小 量 ” 也 不 具有 普通 (六 0) 的 性 质 . 为 之 ,描述 或 刻画 “单子 ”“ 普 遍 长 
度 ” 和 “无穷 小 量 ” 的 语言 文字 不 相同 ,但 其 探索 寻求 的 目标 是 一 致 的 ,都 在 寻求 一 
种 既 不 ( 盖 0) 又 不 (一 0) 的 概念 . 然而 在 任何 逻辑 系统 中 (zz 六 0) 入 (zz 二 0) 是 不 可 
能 成 立 的 . 唯一 的 出 路 只 有 在 中 介 逻 辑 系统 中 ,关于 P(>0) 与 汪 P( 一 0) 这 个 反对 
对 立 面 的 中 介 对 象 一 (z>0) 和 一 (=0) 才 能 作出 合理 的 解读 . 例如 ,对 于 那个 
无 穷 小 量 h 而 言 ,因为 h 部 分 地 具有 ( 守 0) 的 性 质 , 即 一 ( 产 之 0) ,因此 hh 可 以 被 解 


读 为 不 是 0, 故 二 有 意义 , 另 一 方面 ,又 因为 六 部 分 地 具有 (一 0) 的 性 质 , 即 ~ (一 


0) ,从 而 可 以 解读 为 不 是 (二 0) 的 量 , 从 而 可 以 忽略 不 计 . 对 于 “单子 ”和 “普遍 长 
度 " 亦 可 作出 类 似 的 解读 ,因为 两 者 都 部 分 地 具有 (六 0) 的 性 质 ,从 而 都 可 以 被 解读 
为 不 是 0, 既 然 不 是 0, 就 将 其 视 为 一 种 单位 . 另 一 方面 ,两 者 都 部 分 地 具有 ( 王 0) 的 
性 质 , 从 而 两 者 又 可 以 被 解 谈 为 不 是 普通 的 (六 0) 的 量 , 因 而 这 个 “单子 ”已 是 如 此 
之 小 ,小 到 不 能 用 通常 (六 0) 尺度 去 度量 它 了 ,同样 对 于 “普遍 长 度 ” 而 言 , 相 对 于 通 
常 ( 盖 0) 的 尺度 来 说 , 它 已 经 是 最 小 的 了 . 因为 该 中 介 对 象 一 (z>0)& 一 (z 一 0) 
必 被 包含 在 任何 ( 汪 0) 的 区 间 内 . 所 以 只 有 将 所 论 的 “单子 ”“ 普 遍 长 度 ” 和 “无 穷 小 
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第 6 章 中 介 与 二 值 两 种 逻辑 框架 的 不 可 脲 条 人 
量 " 视 为 Az 人 0A AzT 0 这 个 实 无 限 过 程 的 中 介 , 亦 就 是 由 Az 人 0 这 个 进行 式 
(going) 中 介 过 渡 到 Ax 0 这 个 肯定 完成 式 (gone) 的 中 介 对 象 ,才能 得 到 合理 的 
解读 ,同时 还 有 实体 感 和 独立 存在 性 . 否则 是 不 可 能 的 ,特别 是 在 二 值 逻辑 框架 下 ， 

更 是 完全 不 可 能 理解 的 . 


6.2.4 ”中 介 对 象 与 Newton 的 “O”， 


《科学 世界 ?杂志 2011 年 第 4 期 ,以 很 大 的 篇 幅 (pl14 一 p47) 撰 文 纪念 微 积 分 的 
诞生 , 总 题目 是 “ 微 积 分 一 一 最 伟大 的 数学 成 就 ”其 中 第 2 部 分 “牛顿 的 微分 法 ”一 
文 (p28) 中 ,有 如 下 文学 : 

“牛顿 选择 一 个 希腊 字母 “0: 来 表示 真正 一 瞬间 所 经 过 的 时 间 , 以 此 来 求 在 曲 
线 上 移动 的 一 个 点 在 这 真正 一 瞬间 的 瞬时 行进 方向 , 即 计算 切线 的 斜率 . ” 

“和 牛顿 用 这 个 符号 ‘0 代表 的 时 间 虽 然 无 限 台 近 零 , 却 不 是 真正 的 零 . 也 就 是 
说 ,0? 是 一 段 无 限 小 的 “瞬间 时 间 ”, 又 不 可 能 说 它 具 体 代 表 了 1 秒 的 多 少 .” 

“假定 在 曲线 上 移动 的 一 点 在 某 个 时 刻 位 于 点 A, 紧 接 着 ,经 过 “07 的 瞬间 时 
间 , 它 从 “点 4? 移动 一 段 极 短 的 距离 来 到 “点 A'. 经 过 这 段 极 短 时 间 , 设 这 个 动 点 
在 zx 轴 方 向 移动 的 距离 为 ‘ op’, 在 y 轴 方 向 移动 的 距离 为 ‘og ”( 见 图 6. 1).” 

“牛顿 为 什么 要 使 用 不 能 确切 知道 代表 了 什么 数值 的 符号 ‘0O”,“p?” 和 “gqg’ 呢 ?” 

在 图 6. 1 中 ,经 过 “0O” 的 瞬间 时 间 , 动 点 在 z 轴 方 同行 进 了 “op ”, 在 yy 轴 方 问 
行进 了 “oq ”. 按照 斜率 的 定义 , 动 点 在 这 一 瞬间 移动 所 形成 的 直线 A 一 A 的 斜率 


就 是 “ 5 ”, 即 等 于 “(二 7) ” 这 条 直线 A 一 A' 就 是 动 点 在 点 A 处 的 行进 方向 ,也 


就 是 说 , 它 是 通过 点 A 的 切线 . 

“经 过 瞬间 时 间 “07 , 动 点 从 点 A 移动 到 了 点 A . 动 点 虽然 是 在 曲线 上 移动 ,但 
是 移动 的 距离 极 短 . 牛顿 认为 可 以 把 动 点 移动 的 轨迹 A 一 A 看 做 直线 . ” 

在 如 上 所 录 的 文字 中 ,有 如 下 几 点 值得 我 们 去 作 分 析 讨 论 : 

(1) Newton 的 “0” 不 是 真正 的 零 . 

(2) Newton 的 “0” 又 不 可 能 说 它 具 体 代 表 了 1 秒 的 多 少 . 

(3) 多 处 用 “ 极 短 ” 这 个 词 来 形容 曲线 上 由 点 A 移动 到 点 A' 所 产生 的 距离 ,并 
说 直线 A 一 A' 是 通过 点 A 的 切线 . 

首先 由 上 文 之 (1) 可 推 知 并 用 符号 表达 为 

(“0O” 二 0),， (1') 


中 朱 倡 治 不 仅 提供 了 《科学 世界 ?杂志 与 本 小 节 内 容 相关 的 资料 ,特别 是 他 对 相关 文字 的 质疑 ,引起 了 重 
视 和 思考 ,并 作 相 关 研 究 , 特 此 致谢 . 
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6.2 ”中介 逻 辑 与 数学 物理 危机 
其 次 ,我 们 再 来 分 析 上 文 之 (2) ,大 家 知道 , 秒 是 计时 单位 , 故 具 有 大 于 0 的 性 
质 . 因此 无 论 是 1 秒 的 多 少 倍 ,或 者 是 1 秒 的 多 少 份 之 一 ,也 总 是 具有 大 于 0 的 性 
质 . 为 之 ,由 上 文 之 (2) 可 推 知 并 用 符号 表达 为 
(“0”>0). (2 ) 
在 二 值 逻 辑 框架 下 ,任意 量 Az ,要 么 Az>0 ,要 么 Ax 二 0 ,也 就 是 Ar 二 0 与 
Azr 二 0 必须 满足 排 中 律 上 (Az>>0)V(Az=0), 从 而 我 们 有 
一 (Az>>0)FAz 一 0， (a) 
-7 (Art=0)|Ar>0. (b) 
于 是 若 上 述 (a) 与 (b) 同 时 成 立 , 则 有 
7 (Ar>0)AT(Ar=0)|- (Ar=0)A(C(Ar 0), 
但 (Az=0)A(CAz>0 ) 却 是 任何 可 靠 相 容 的 逻辑 系统 所 不 能 接受 的 自 相 矛盾 的 
东西 ,同时 在 系统 内 也 无 法 作出 科学 而 合理 的 解读 . 
现在 的 问题 是 在 二 值 逻 辑 占 主流 地 位 的 Newton 时 代 ,Newton 提出 了 那个 瞬 
时 时 间 “O?” 概 念 , 那 么 二 值 逻 辑 系统 能 成 为 Newton 之 “0 的 逻辑 基础 吗 ? 如 果 回 
答 是 肯定 的 ,那么 “0? 就 是 二 值 逻辑 框架 内 的 任意 量 Az ,然而 这 样 一 来 ,上 文 所 说 
之 “0” 的 两 条 性 质 (1) 和 (2) 却 是 不 能 同时 成 立 的 . 否则 者 设 (1) 与 (2) 同 时 成 立 , 则 
由 (1) 与 (2) 分 别 推出 之 (1 ) 与 (2 ) 就 要 同时 成 立 , 如 此 就 有 
一 (702”>>0) 人 一 《0” 一 0) 上 CO 一 0) A(*O”>0). (x) 
如 所 知 ,任何 可 靠 相 容 之 逻辑 系统 都 不 允许 (* ) 中 自 相 矛盾 之 结论 (“0” 二 0) A(“*O” 
>0) 出 现 的 . 由 于 二 值 逻辑 CL 与 中 介 有 逻辑 ML 都 是 可 靠 相 容 的 逻辑 系统 ,所 以 
Newton 之 “0? 既 不 可 能 是 CL 的 任意 量 , 也 不 可 能 是 ML 的 任意 量 . 但 在 这 里 ,我 
们 却 不 能 由 此 结论 ML 也 不 是 Newton 之 “0” 的 逻辑 基础 . 因为 在 中 介 逻 辑 ML 中 
有 如 下 重要 的 逻辑 定理 ,该 定理 就 是 “ 非 此 非 彼 ”概念 的 逻辑 表达 式 , 即 
~AH—AA— 刁 A. 
而 且 (z 盖 0,z 三 0 ) 在 ML 中 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 p), 而 有 x 个 0 (going) 
是 通过 一 (x 盖 0)&& ~ (xz 二 0) 过渡 到 xz 和 0(gone) 去 的 . 
既然 如 此 ,根据 上 述 定理 以 及 上 文 所 述 Newton 之 两 条 性 质 (1) 和 (2) 所 推出 
之 符号 表达 式 (1 ) 与 (2 ) ,我 们 就 有 
~(“O0”>0)&~(*“0”=0)H 有 lm (“0”>0) A — (“0”= 0). ( xx ) 
上 述 ( xx ) 表 明 , 要 使 得 Newton 之 “0” 所 具有 的 两 条 性 质 : 
(1)“0” 不 是 真正 的 零 上 (1') 一 (“0? 一 0)， 
(2)“O” 不 代表 1 秒 的 多 少 上 (2 ) 一 (“0”>>0). 
能 够 同时 成 立 的 充分 必要 条 件 是 将 Newton 之 “0? 视 为 (六 0,=0) 的 中 介 对 象 ~ 
(“O”>0)&~(*0”=0). 


第 6 章 中 介 与 二 值 两 种 逻辑 框架 的 不 可 缺失 性 OO 
所 以 Newton 之 “0” 虽 然 也 不 是 ML 之 任意 量 Az >0, 但 是 中 介 逻 辑 仍然 不 失 

为 Newton 当年 所 提出 之 瞬时 时 间 “0” 概 念 的 逻辑 基础 . 然而 Newton 时 代 还 远 未 

始 建 中 介 逻 辑 , 二 值 逻 辑 才 是 当时 的 主流 . 
下 文 讨论 (3) , 即 文中 多 处 用 “ 极 短 ” 这 个 词 来 形容 曲线 上 由 点 A 移动 到 点 A 

所 产生 的 距离 ,并 说 直线 A 一 A' 是 通过 点 A 的 切线 ,如 图 6. 1 所 示 : 


A' 


无 限 小 瞬时 时 间 “0O” 在 瞬间 时 间 “O” 动 点 以 速度 


oq “g” 在 y 轴 方向 的 行进 距离 


op 
在 瞬间 时 间 “O” 动 点 以 速度 
“p” 在 x 轴 方 向 行进 距离 


图 6. 1 


其 实 “ 极 短 ” 这 个 词 , 在 中 文 词典 中 有 两 种 含义 :其 一 是 “ 极 短 ”, 即 “最 短 ” 的 意 


思 ; 其 二 是 “非常 非常 …… 短 ”的 意思 . 寿 按 第 一 种 解释 ,“ 最 短 距离 ”这 个 概念 是 不 
存在 的 , 因 任 给 距离 e 汪 > 0 ,无 论 e 多 么 小 ， > 总 是 比 e 小 ,而 且 


3 


所 以 “最 短 距 离 ” 概 念 在 二 值 逻 辑 框 架 中 是 说 不 通 的 . 才 将 “ 极 短 距离 ” 按 第 二 种 解 
释 , 即 使 写 上 一 大 串 “ 非 常 ? 来 形容 距离 之 短 , 也 是 无 济 于 事 的 , 它 仍然 是 一 个 大 于 
零 的 距离 .所 以 直线 A 一 A' 只 能 是 通过 A 点 的 一 条 制 线 , 它 不 可 能 是 切 于 点 A 的 
一 条 切线 . 所 以 Newton 当年 这 个 切 于 点 A 的 切线 A 一 A 的 原始 思想 的 描述 ,无 疑 
是 说 不 明白 的 . 至 于 切 于 曲线 上 点 A 之 切线 在 中 介 人 逻辑 中 的 理解 ,可 参阅 本 书 
6. 6. 1 市 之 末 所 论 之 中 介 点 “A” 概 仿 . 


| 6. 3 光 物质 波 粒 二 象 性 的 逻辑 基础 

17 世纪 以 来 ,关于 光 这 一 特殊 物质 的 波动 学 说 与 微粒 学 说 的 争论 ,前 后 经 历 
了 300 多 年 之 久 , 而 且 关 于 光 的 波动 说 与 微粒 说 ,都 各 有 诸多 物理 实验 的 支撑 . 直 
到 1905 年 3 月 ,A. Einstein 的 题 为 “关于 光 的 产生 和 转化 的 一 个 推测 性 观点 ”的 论 
文 在 德国 (物理 年 报 》 上 发 表 之 后 ,关于 光 的 波动 说 与 微粒 说 之 争论 , 才 以 “ 光 具 有 
波 粒 二 象 性 ”而 告 一 段落 , 光 物 质 的 波 粒 二 象 性 最 终 获 得 学 术 界 的 广泛 认可 . A. 


6.3 光 物 质 波 粒 二 象 性 的 逻辑 基础 
Einstein 的 这 一 贡献 获 诺 贝尔 物理 学 奖 . 这 是 近代 物理 学 界 的 着 名 大 事 . A. Ein- 
stein 在 上 述 论文 中 结论 性 地 指出 :“ 对 于 时 间 的 平均 值 , 光 表 现 为 波动 性 ,对 于 时 
间 的 瞬间 值 , 光 物 质 却 表现 为 粒子 性 . ”这 就 是 所 说 的 关于 光 物 质 的 波 粒 二 和 象 性 . 文 
献 [200] 指 出 :“ 能 量 越 高 的 光子 ,其 频率 也 越 高 ,而 其 波长 越 短 . 这 时 光子 显现 的 粒 
子 性 越 强 . 如 工 射线 y 射线 几乎 呈现 出 粒子 的 集合 的 性 质 . 相反 ,能量 低 的 光子 , 则 
呈现 的 波动 性 很 强 , 粒 子 性 很 弱 . 例如 无 线 电 波 基本 上 就 是 一 种 波动 . ”由 此 可 见 ， 
作为 物质 的 “ 波 ” 与 “粒子 ”两 种 存在 形态 而 言 , 既 有 物质 具有 波动 性 存在 形态 ,又 有 
物质 具有 粒子 性 存在 形态 . 因此 物质 存在 形态 中 的 “ 波 ” 与 “粒子 ”是 一 对 反对 对 立 
面 (P, 习 PP) 二 ( 波 ,粒子 ). 由 上 述 A. Einstein 对 光 物 质 波 粒 二 象 性 所 作 的 结论 ,可 
将 光 物 质 存在 形态 视 为 “ 波 ” 与 “粒子 ”这 一 反对 对 立 面 的 中 介 状 态 . 现 用 符号 一 ww 一 
简 记 波动 性 ,一 人 一 简 记 微粒 性 ， 亦 即 一 ww 一 二 gr“ 波动 性 ”， 一 人 一 二 a 粒子 性 ”， 等 
将 “ 光 物 质 ” 简 记 为 a , 即 a 二 a“ 光 物质 ”. 那么 “ 波 ” 与 “粒子 ”这 一 反对 对 立 面 就 是 
(P, 导 PP) 二 (一 w 一 ,一 今 一 ), 该 反对 对 立 面 的 中 介 对 象 x 就 是 ~ 一 一 (x )& 
一 一 售 一 (CZ). 因 此 , 光 物 质 的 波 粒 二 象 性 存在 形态 就 是 一 一 一 (ca) 人 一 一 人 一 
(a ). 先 举 个 例子 ,导体 与 绝缘 体 是 一 种 反对 对 立 面 ,半导体 是 指 这 样 一 些 金属 与 
非 金 属 材料 ,在 一 定 温度 以 上 ,其 电阻 很 小 , 它 就 导电 ,表现 为 导体 ;但 是 在 一 定 温 
度 以 下 ,其 电阻 很 大 ,就 不 导电 了 ,表现 为 绝缘 体 . 从 而 半导体 ( 简 记 为 !) 就 是 导体 
( 简 记 为 m ) 和 绝缘 体 ( 简 记 为 n ) 的 中 介 对 象 , 按 它们 的 简 记 ,半导体 是 ~m (7) 
必 一 2 (7 ). 即 半导体 ! 部 分 地 具有 导体 的 性 质 ,同时 又 部 分 地 具有 绝缘 体 的 性 质 . 
应 该 指出 ,没有 这 样 的 材料 ,在 同一 个 温度 条 件 下 , 它 既 导电 同时 又 不 导电 , 亦 即 不 
可 能 有 这 样 的 物质 a 在 同一 温度 下 满足 m(a) A nz(a) . 光 物 质 的 存在 形态 也 是 一 
样 ,不 可 能 在 相同 能 量 相 同 频率 的 条 件 下 , 它 表 现 为 既是 波动 性 同时 又 表现 为 粒子 
性 , 亦 即 不 存在 一 o 一 (ce ) A 一 人 一 (a ) 的 存在 形态 . 否则 半导体 与 光 物 质 的 存 
在 形态 就 没有 了 逻辑 基础 . 亦 即 从 人 逻辑 的 角度 看 ,m2(1) A 2 与 一 一 (we ) 人 一 
QO 一 (a ) 都 和 (4 二 0) 和 A (4 二 0) 一 样 ,在 任何 逻辑 系统 中 都 无 法 接受 也 无 法 解 
读 . 所 以 物理 学 界 在 没有 中 介 逻 辑 的 支持 下 ,特别 是 在 二 值 逻 辑 框架 下 ,就 接受 半 
导体 观念 和 波 粒 二 象 性 概念 是 没有 逻辑 基础 的 ,仅仅 是 在 物理 实验 支撑 下 的 一 种 
无 法 否定 的 认 知 . 只 有 在 上 文 所 论 之 一 mm() 和 ~ CD) 和 ~ 一 oo 一 (ca) 了 一 一 
2 一 (Ca ) 在 中 介 软 辑 中 的 解读 , 才 使 得 半导体 观念 和 波 粒 二 象 性 概念 , 既 有 物理 实 
验 的 支撑 ,同时 又 有 了 它们 的 逻辑 基础 ,现在 我 们 将 一 一 一 (ec)& 一 一 人 一 (Ca ) 
与 6. 2. 3 节 中 Newton 所 提出 人 并 作 如 下 的 类 比 


对 应 :ODA. Einstein 的 时 间 平 均值 对 应 于 自 由 落体 平均 速度 二 ;外 一 o 一 对 应 
六 二 0 ;OA. Einstein 的 时 间 瞬 间 值 对 应 于 自由 落体 在 上 = 加 时刻 之 点 速度 ; 


第 6 章 ”中 介 与 二 值 两 种 逻辑 框架 的 不 可 缺失 性 
@ 一 今 一 对 应 于 hh 二 0 .由 上 所 论 而 知 , 一 ws 一 (a) A 一 0 一 (qa) 和 (0) A (= 
0) 在 二 值 逻 辑 系 统 与 中 介 远 辑 系 统 中 都 不 能 解读 也 不 能 被 接受 ,但 一 一 w 一 (a) 
引 ~ 一 一 (a ) 和 一 (py>>0) 人 人 ~~ (h = 二 0) 在 中 介 逻 辑 系统 中 都 将 合情合理 地 接 
受 , 并 得 到 合情合理 的 解读 . 

为 下 文 行 文 方便 起 见 , 特 将 如 上 所 规定 之 类 比 对 应 中 、@ .图 .个 简 记 为 (Eine> 
New). 


有 意义 ,但 无 穷 小 量 h 与 大 于 0 的 量 相 比 ,已 经 小 到 可 以 忽略 不 计 . 如 此 可 求 得 自 
由 落体 在 时刻 之 点 速度 V1,-, = gto ,但 这 在 二 值 框架 中 ,几乎 是 无 稽 之 谈 ,不 能 
解决 任何 问题 . 但 在 中 介 逻 辑 系统 中 ,将 无 穷 小 量 疡 视 为 (>>0, 关 一 0) 的 中 介 对 象 
~(h>0)&~(h=0). 
于 是 我 们 有 : 
(1) 由 一 (>0) 可 推出 疡 不 是 0, 其 符号 表达 式 就 是 一 (P 一 0) ,从 而 疡 可 以 做 


分 母 ,并 使 二 有 意义 ,既然 二 有 意义 ,自由 落体 之 速度 是 平均 速度 |。 ,而 不 是 


to 时 刻 之 点 速度 V|,-, 一 gt 

(2) 由 一 (一 0) 可 推出 产 不 是 大 于 0 的 量 , 其 符号 表达 式 就 是 一 (>>0) ,从 而 
h 与 大 于 0 的 量 相 比 已 经 小 到 可 以 忽略 不 计 , 进 而 求 得 自由 落体 在 to。 时刻 之 点 速 
度 为 了 | -, = 

现在 按 上 文 所 规定 的 对 应 应 关系 (Eine*New) 来 讨论 A. Einstein 之 光 物 质 
波 粒 二 象 性 存在 形态 . 现在 我 们 将 光 物 质 a 闹 为 物质 存在 形态 之 (流动 性 ,粒子 了 
这 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 的 中 介 对 象 : 

~(a :wo—)&~(a :—O—). 
于 是 我 们 有 : 

(1) 由 一 (Ca :一 ww 一) 可 推出 a 的 存在 形态 不 是 一 上 一 ,其 符合 表达 式 为 
《a ;一 0 一), 从 而 a 的 存在 形态 不 是 高 能 量 的 ,从 而 a 在 A. Einstein 之 时 间 平 均 
值 界限 内 ,可 视 光 物 质 a 的 存在 形态 呈 波 动 性 存在 形态 . 

(2) 由 一 (Ca :一 一) 可 推出 a 的 存在 形态 不 是 一 w 一 ,其 符号 表达 式 是 
一 (a :一 w 一 ) ,因此 a 的 存在 形态 不 是 低能 量 的 ,从 而 a 在 A. Einstein 之 时 间 瞬 时 
值 界限 内 ,可 视 光 物 质 a 的 存在 形态 呈 粒 子 性 存在 形态 . 

我 们 在 这 里 探讨 了 光 物 质 之 波 粒 二 象 性 的 逻辑 基础 . 当然 光 物 质 的 波 粒 二 象 
性 是 近代 物理 学 界 普遍 认同 的 著名 事件 ,但 这 仪 仅 是 在 物理 实验 支撑 下 的 一 种 不 
可 否认 的 认 知 ,但 并 无 逻辑 基础 . 作为 实验 科学 注重 的 是 实验 事实 , 朴 于 从 逻辑 的 
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6.4 Leibniz 割 线 切 线 问 题 在 数学 无 穷 之 么 辑 基础 层面 上 的 分 析 3 研 究 _ 
角度 思考 . 在 本 节 中 ,我 们 论证 指出 , 光 物 质 的 波 粒 二 象 性 只 有 在 中 介 逻 辑 系统 中 
才能 获得 合理 解读 . 因而 中 介 远 辑 才 是 它 真 正 的 逻辑 基础 


上 6.4 Leibniz 割 线 切线 问题 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 层面 上 的 分 析 与 研究 
6.4. 1 变量 x 无 限 趋 近 其 极限 x。 的 poi 方式 与 aci 方式 


我 们 曾 讨 论 过 变量 趋向 其 极限 的 aci 方式 及 其 中 介 过 渡 , 主 要 目的 是 讨论 并 确 
认 (>>0, = 二 0) 在 中 介 逻 辑 框 架 下 是 一 个 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 2). 在 这 里 ,我 们 
要 进一步 定义 变量 趋向 其 极限 的 poi 方式 . 特别 是 要 讨论 并 确认 变量 趋 回 其 极限 
的 poi 和 aci 这 两 种 方式 ,究竟 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 p) ,还 是 无 中 介 的 矛 
盾 对 立 面 (p, 一 访 ). 

如 所 知 ,我 们 曾 在 3. 8. 2 节 中 选取 关于 和”“T”“ 咎 ” 相 适 应 的 解读 方式 和 害 
义 ,关于 aci 和 poi 之 切 人 点 之 一 : 
实 无 限 : 肯 定 达 到 进程 终极 处 ， 


非 有 限 进程 
潜 无 限 :否定 达到 进程 终极 处 . 
在 这 里 可 表述 为 : 


aci 方式 :z+4xzAzTxzo( 肯定 达到 zo ,reach xo)， 


poi 方式 :zf+zoAz 干 Zo( 否 定 达 到 xo ,一 reach zo )， 

在 ZFC 和 ML MS 中 ,变量 z 无 限 趋向 其 极限 的 aci 方式 和 poi 方式 同样 是 
无 中 介 的 予 盾 对 立 面 (p, 一 上 了) ,否则 同样 会 出 现 达 到 (T :gone) 与 永远 达 不 到 ( 王 : 一 
gone) 并 存 的 矛盾 . 在 上 poiV aci, 上 一 (poiAaci) 的 前 提 下 , 当 变量 无 限 趋 近 于 其 
极限 ze 时 ,不 再 允许 既 采 用 肯定 完成 式 (gone) 的 aci 方 式 ( 工 个 zo 人 AZzTxzo)，, 同 
时 又 采用 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 poi 方 式 (z 4 xo 人 z 王 zo ). 亦 即 只 能 要 么 采用 
aci 方式 ,要 么 采用 poi 方式 . 

事实 上 ,如果 我 们 反 设 变量 x 无 限 趋 近 于 其 极限 x。 时, 既 可 采用 aci 方式 , 同 
时 又 可 采用 poi 方式 , 则 有 


非 有 限 进 和 | 


(并 人 rzo 人 Ar 六 二 Zoo rtr ArTro ). (Xx) 
男 一 方面 ,我 们 又 有 
(工人 zxzo A zxo ) 一 | 工 一 如 | 全 0 (1) 
(zz ArTro)—> |x—zxo|=0; (2) 
于 是 由 上 述 ( x ) 而 知 有 
[rz—zxol>0& |zx—zo|=0 ( xx ) 


令 ax 一 dz 一 zo| , 则 由 (xx ) 知 有 w 盖 0-~>a>>0&a 王 0-~>a 一 0. 这 是 任何 可 靠 相 容 之 
185 必 @© 
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系统 所 不 允许 出 现 的 自 相 矛盾 的 情形 . 故 反 设 不 成 立 . 于 是 当 任 何 变量 z 无限 趋 近 
于 其 极限 x。 时 ,只 能 要 么 采用 aci 方式 ,要 么 采用 poi 方式 . 

例如 ,在 过 轴 上 取 一 闭 区 间 [a ,要 ,在 La, 的 内 变量 z 无 限 趋 近 于 它 的 极限 点 5 
时 ,由 于 端点 5 在 区 间 内 , 则 变量 zx 将 按 aci 方式 趋向 其 极限 点 0, 即 变量 z 在 [a,p 
内 达到 其 极限 点 6, 故 z 和 5AzxzT6. 但 在 开 区 间 aa(,)6。 内 (这 里 特 将 Ca,5) 记 为 
a(,)0, 以 明示 如 点 在 区 间 外 ). 于 是 变量 工 在 开 区 间 内 只 能 以 poi 方式 趋 问 其 极限 
点 0, 即 zf+2Az 二 5. 事实 上 ,也 无 法 想象 变量 zx 在 La,bj 内 永远 达 不 到 (一 gone， 
going) 它 的 极限 点 5. 同样 也 无 法 想象 变量 x 在 开 区 间 a(,)2 内 能 达到 它 的 极 
限 点 5, 除非 存在 着 这 样 的 区 间 , 它 既是 闭 区 间 , 同 时 又 是 开 区 间 , 但 这 是 不 可 
能 的 ， 

现任 给 一 个 极限 表达 式 Limf x) 二 A ,车 f(x) 在 zo 点 有 定义 , 则 变量 x 将 
以 aci 方式 趋向 其 极限 x。, 即 x 个 x。A Xxo。 ,此 时 就 不 能 同时 再 设 变量 x 以 poi 
方式 趋向 其 极限 点 zo , 即 fxzo AZ 二 zxo ,否则 将 导致 该 极限 表达 式 中 之 自 变量 
Z 趋 向 其 极限 点 ze 的 aci 方 式 与 poi 方式 并 存 , 以 致 出 现 gone A 一 gone 与 Txo 
入 工 干 ze 的 矛盾 式 .事实 上 ,在 f(x) 于 xo 点 有 定义 的 前 提 下 ,怎么 也 无 法 想象 变 
量 工 永远 达 不 到 它 的 极限 点 ze 的 情况 . 举 个 例子 ,极限 表达 式 Limaz 二 a Limz = 
a.0 二 0 ,其 中 国 数 f(x) 二 xz 在 x 二 0 处 有 和 定义 ,而 且 工 = FGz) 二 0 iff x 二 0, 请 
问 此 时 如 何 设想 变量 x 永远 达 不 到 它 的 极限 点 0, 所 以 此 时 变量 x 能 且 只 能 按 aci 
方式 趋向 其 极限 点 0, 即 zf+0 AzT0. 

现 设 极限 表达 式 Limf(x) 一 人 中 之 图 数 Fz) 在 zx 处 没有 定义 , 则 变量 工 将 


以 poi 方 式 趋 同 极 限 点 xo ; 即 x 个 x。A z 二 xo ,此 时 就 不 允许 再 设 变量 zx 又 按 aci 
方式 趋向 其 极限 点 zo ,有 即 x 个 xo。 A xTxo ,否则 必 将 导致 gone 人 一 gone 与 TTx。 
A + 干 xo 的 矛盾 .事实 上 ,在 f(x) 于 xo 处 没有 定义 的 前 提 下 ,也 无 法 去 想象 变量 


z 能 达到 它 的 极限 z。 的 情况 ,例如 Lim 二 = w ,由 于 f(x) 在 原点 0 处 没有 定义 ， 


如 果 你 设想 变量 x 按 aci 方式 趋向 其 极限 点 0, 那么 Lim 一 在 zf+0AzT0 的 情况 
下 ,只 能 趋向 无 意义 . 因而 此 时 变量 xz 能 且 只 能 按 poi 方式 趋向 其 极限 点 0. 由 于 不 
存在 这 样 的 极限 表达 式 Limf(zx) = A ,其 中 国 数 f(x) 在 xo 点 既是 有 定义 的 , 同 
时 又 是 没有 定义 的 . 所 以 极限 表达 式 Lim/(zx) = A 中 位 于 极限 符号 下 方 的 自 变量 


Z ,要 么 以 aci 方 式 趋 向 其 极限 点 ze ,要 么 以 poi 方式 趋向 其 极限 点 xo. 
综 上 所 论 ,我 们 有 如 下 重要 结论 : 
在 ZFC 与 ML&MS 框架 内 ,基于 (poi,，aci) 为 无 中 介 之 矛盾 对 立 面 (p, 一 力 )， 


© > Er 1 86 
和 


6. 4 Leibniz 割 线 切 线 问题 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 层面 上 的 分 析 与 研究 
即 在 上 poiV aci, 上 一 (poiAaci) 的 前 提 下 ,变量 xz 无限 趋向 其 极限 ze。 的 poi 方式 与 
aci 方式 ,同样 是 无 中 介 的 了 矛盾 对 立 面 (p, 一 加 ), 即 (zzo A Xx 下 Xo ，X 个 ToAxT 
zo ) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 ( 关 一 户 ) ,从 而 我 们 有 如 下 的 排 中 律 : 
Fxtzro ArroV rr ArT 人 xro. 


6.4.2 谓词 与 集合 层面 上 的 poi 与 aci 


如 所 知 ,逻辑 演算 中 的 谓词 ,就 是 面 对 各 种 个 体 的 某 种 性 质 或 概念 ,其 中 某 些 

个 体 满 足 该 谓词 , 另 一 些 却 不 满足 该 谓词 . 例如 “自然 数 ” 是 一 个 面 对 个 体 的 性 质 或 
念 ,其 中 如 个 体 1,2,3,… 是 自然 数 ,但 如 个 体 V2 ,0. 5,r,… 不 是 自然 数 ,所 以 
“自然 数 ” 是 一 个 谓词 . 

又 如 aci 与 poi 也 都 是 面 对 个 体 的 性 质 或 概念 ,例如 自然 数 集合 N = 
{zln(x)} ,有 理 数 集合 Q@ = {xlg(x)} ,无 理 数 之 解析 表达 式 0 = 
0. pi1pP2…p。… ， 非 标准 数 域 *R 中 的 无 穷 大 和 无 穷 小 等 等 个 体 都 具有 性 质 aci, 却 
完全 不 具有 性 质 poi. 反之 诸如 极限 论 中 的 无 穷 大 和 无 穷 小 ,直觉 主义 数学 中 的 展 
形 连 续 统 和 构造 性 实数 表达 式 , 还 有 3. 6. 1 节 中 的 弹性 自然 数 集 W = 
{Xln(x)) 或 Cauchy 剧场 等 等 个 体 ,都 具有 性 质 poi, 却 完全 不 具有 性 质 aci, 为 之 
在 逻辑 演算 之 谓词 与 集合 层面 上 ,我 们 有 : 

poi 与 aci 均 为 逻辑 演算 中 的 谓词 . ( x) 


6. 4. 3 关于 Leibniz 的 割 线 与 切线 问题 


在 这 里 , 先 简 要 回顾 一 下 Leibniz 的 割 
线 与 切线 问题 . 如 图 6.2 所 示 , 点 A(zo， 
y ) 是 曲线 y = f(z) 的 一 个 定点 ,那么 什 
么 样 的 直线 叫做 y = f(x) 在 点 A(Czoyyo) 
的 切线 ,我们 在 曲线 > = f(x) 上 取 另 一 点 
B(xzo 十 Ax,yo 十 Ay) ,作出 y= 二 f(x) 的 割 
线 AB, 骨 令 B 点 沿 着 y 二 f(x) 向 A 点 移 
动 , 则 割 线 AB 的 位 置 也 随 之 移动 , 当 点 B 
沿 曲 线 无 限 趋 近 于 它 的 极限 点 A 时 , 则 割 6. 2 
线 AB 也 无 限 趋 近 于 一 个 极限 位 置 ,这 个 极限 位 置 的 直线 ( 即 图 6. 2 中 的 直线 AT) 
就 称 为 曲线 y = f(z) 在 点 A 处 的 切线 . 现在 确定 切线 AT 的 斜率 , 设 割 线 AB 的 
倾斜 角 为 ,切线 AT 的 倾斜 角 为 a , 则 如 图 6. 2( 工 ) 可 知 割 线 AB 的 斜率 为 


Ay _ f(xo 十 Arz) — f(zxo) 
AX AZ 


tgyg 一 
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当 Ar 无 限 趋 近 于 0 时 , 制 线 的 斜率 tg# 也 就 无 限 趋 近 于 切线 AT 的 斜率 tge， 
亦 即 


Ay _ 1m Km 十 Az) 一 Fazo) 
Lim Arz 


0 Ar 


这 就 是 说 ,切线 AT 的 斜率 tga 等 于 Ay 与 Az 之 比 在 Ay 与 Az 无 限 趋 于 0 时 
的 极限 . 我 们 将 tga 及 其 极限 表达 式 记 为 9 , 亦 即 


tga 一 ces 一 Lim 


9 一 dttg&wa 一 Se (V) 

因此 我 们 根据 6. 4. 1 节 最 后 所 获 结 ; 人 在 此 提出 如 下 问题 ， 即 在 上 式 (V) 中 ， 
当 Ay 与 Az 无 限 趋 癌 它们 的 极限 0 时 ,究竟 是 按 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 潜 无 限 
方式 还 是 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 趋 回 其 极限 0 的 . 如 果 是 按 Ay 人 0 
A Ay 王 0 和 Azr+40 A Az 干 0 这 种 湾 无 限 方式 ,那么 Ay 与 Ar 将 永远 达 不 到 0， 
如 此 将 有 


Ay( > 0) 
暗 永远 是 (S07 (1) 


如 果 是 按 Ay^0 A To 和 An A ArzT 0 这 种 实 无 限 方式 ,那么 Ay 与 Az 必 
须 达 到 0 ,那么 又 有 


dy 、 y px 0 
六- 将 走向 无 意义 的 5- (2) 


dy 、_ dy d Y 0 写 d 
由 (1) 知 下 永远 是 制 线 而 地 关 tgz ,由 (2) 知 党 走向 无 意义 的 地 ,同样 他 关 


tga ,从 而 无 论 用 poi 方式 还 是 aci 方式 都 说 不 通 . 
如 所 知 , p(x) A 习 p(z) 或 pz) A 一 plz) 在 任何 可 靠 相 容 的 逻辑 系统 中 都 
无 法 解读 且 不 予 接受 ,而 ZFC 框架 下 的 二 值 逻辑 演算 和 中 介 逻 辑 演 算 都 是 可 靠 相 
容 的 系统 ,从 而 这 两 种 逻辑 系统 都 将 拒绝 接受 dy>0 A dy=0 与 drz>0 A dr = 
0, 同时 也 无 法 在 系统 内 解读 . 但 由 于 中 介 逻 辑 系统 中 贯彻 中 介 原 则 ,从 而 接受 
(0, 王 0) 这 个 反对 对 立 面 的 中 介 对 象 , 即 
~ (dr>0) A ~ (dx = 0), 
记 (dy > 0) 人 一 (qdqy 一 0) ， 
并 在 系统 内 可 有 合理 的 解读 方式 . 
至 于 如 何在 中 介 逻 辑 系统 中 解读 Leibniz 之 上 述 割 线 与 切线 问题 ,并 在 逻辑 数 
学 层面 上 ,严格 给 出 该 问题 的 解释 方法 ,将 在 下 文 6. 5. 3 节 中 讨论 . 


6.5 ”Leibniz 割 线 切 线 问 题 在 中 介 逻 辑 框架 下 的 逻辑 数学 解释 方法 


| 6. 5 Leibniz 市 线 切线 问题 在 中 介 罗 辑 框架 下 的 逻辑 数学 解释 方法 


6. 5.1 排 中 律 的 命题 化 分 析 和 谓词 层面 上 的 潜 无 限 与 实 无 限 


现 将 排 中 律 上 AV 一 A 命题 化 为 上 A (xr) V 一 A (x), 被 解读 为 对 象 x 要 么 具 
有 性 质 A ,要 么 具有 性 质 一 A. 若 男 有 命题 B (rz) 和 D(x) ,并 满足 如 下 条 件 : 

(1)BCz)e>A(CZz)， 

(2)D(z)e 一 ACz)， 
则 必 有 上 B (x) VD (z). 然后 去 命题 化 后 可 有 上 FBVDD. 尽管 如 上 论述 只 是 些 不 证 
自明 的 道理 . 但 因 其 作用 的 重要 性 和 便于 引用 .我们 将 其 作为 一 条 定理 的 形式 陈述 
如 下 : 

定理 (LOEMI( T )) 设 有 排 中 律 上 A (x) VYV 一 A (x) 和 命题 B(x) 和 D(x), 并 
满足 如 下 条 件 :@DB (x) if A(z);@D (zx) iff 一 A (zx), 则 有 上 B (x)VD (x), 去 
命题 化 后 即 为 上 BV DD. 

如 所 知 ,6. 4. 2 讨论 了 谓词 与 集合 层面 上 的 poi 与 aci. 并 有 如 下 结论 : 

aci 与 poi 均 为 逻辑 演算 中 的 谓词 . (x) 

另外 ,在 ML&MS 框架 内 有 排 中 律 上 poiV aci, 即 (poi，aci) 是 无 中 介 的 矛盾 对 
立 面 (P ,一 已). 现在 我 们 也 将 排 中 律 上 FpoiV aci 命题 化 为 FpoiCz) V aci(x) ,被 解读 
为 对 象 x 要 么 满足 谓词 poi, 要 么 满足 谓词 aci, 亦 即 对 象 x 要 么 具有 潜 无 限 性 ,要 
么 具有 实 无 限 性 . 现 再 设 有 命题 K(z) 和 R(x), 并 满足 条 件 : 

(1)K (zx)*>poi(x), 

(2)R(X)>aci(r). 
则 与 上 文 定理 LOME(] ) 之 讨论 一 样 ,我 们 有 上 K(xz)V R(x) 和 卡 KV R. 同样 由 
于 这 一 定理 的 重要 性 和 便于 引用 , 因此 也 作为 定理 的 形式 陈述 如 下 : 

定理 (LOEMI( IT )) 设 有 排 中 律 上 -poi(x) V aci(x) 和 命题 K(x) 和 R (x), 并 满 
足 如 下 条 件 :ODK(x) if poi(x);@R(Cz) if aci(Cz), 则 有 上 KCX)VRCz) 和 上 KVR. 

此 外 ,我 们 在 6. 4. 1 中 ,充分 分 析 研 究 了 变量 x 无限 趋 近 其 极限 xo 的 poi 方式 
与 aci 方 式 , 并 最 终 获 得 了 如 下 命题 化 了 的 排 中 律 : 

FrtrzoArTroV Tro 人 工 干 并 o， 
有 时 也 简 记 为 FzTzoVz 干 zxo, 现 在 我 们 将 变量 z 无 限 趋 近 之 极限 ze 特 取 为 0， 
那么 我 们 又 有 如 下 命题 化 了 的 排 中 律 : 
FFzf+OAzTOVz+4OAzr 二 0， 

有 了 时 也 简 记 为 上 x 0Vz 下 0. 如 此 我 们 又 有 如 下 形式 的 定理 : 

定理 (LOEM( 政 )) 设 有 排 中 律 -x 和 oAxTOVx 人 人 0Ax 下 0 和 命题 F(x) 
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和 G (x) ,并 满足 条 件 :DDF(Czx) if x ^0AxT 0;@G(z)if zx 人 0Az 趟 0, 则 有 
FF (zx) VG (xz) 和 FFVG. 

以 上 命题 化 了 的 排 中 律 : 

(1) FztzxzoArzTzxoVrtxro AxrT xo, 

(2) Fx $0AxXTOV zf+0OAz 二 0. 

也 可 去 命题 化 之 后 记 为 

(1) FzoAT To V 和 xo 人 二 zo， 

(2) 上 -40oOATOV ^0A 干 0. 

可 简 记 为 : FT ZoV 王 Zo 和 FT 0OV 十 0. 


6.S.2 非 此 非 彼 概念 在 中 介 逻 辑 框架 下 的 逻辑 表达 式 


我 们 在 6. 2. 4 节 中 分 析 讨 论 Newton 之 “0” 时 , 曾 引 用 过 中 介 命 题 远 辑 演算 中 
的 一 条 人 逻辑 定理 . 由 于 该 定理 在 下 文 分 析 讨 论 Leibniz 割 线 切线 问题 之 解决 方案 
时 ,起 到 核心 作用 , 故 在 这 里 再 专门 议论 一 番 . 

中 介 逻 辑 系统 是 一 个 可 乱 相 容 的 系统 ,系统 内 对 于 有 中 介 的 反对 对 立 面 ( 忆 ， 
导 忆 ) 而 言 ,确认 有 一 P(Cz) 信 ~ 汝 PCz) ,并 且 由 一 PCz) 可 推出 一 汪 PCz) ,而 且 由 一 当 
P(xz) 也 可 推出 一 P(x). 例如 男人 和 女人 是 一 个 有 中 介 的 反对 对 立 面 ,因为 半 男 半 
女 的 中 性 人 客观 存在 ,对 于 该 中 性 人 而 言 ,既然 x 部 分 地 具有 男人 的 性 质 , 所 以 
该 z 不 是 真正 的 女人 ;同时 又 因 z 部 分 地 具有 女人 的 性 质 ,所 以 该 zx 不 可 能 是 真正 
的 男人 . 所 以 非 此 非 仆 概念 在 中 介 逻 辑 系统 中 是 有 其 逻辑 数学 根据 的 . 

大 家 知道 中 介 逻 辑 演算 ML 由 MP、MP* .MF、MF* 和 ME* 5 个 系统 构成 ,其 
中 在 MP 系统 中 有 如 下 定理 (MP 定理 27[3]" 23~?80), 即 

~A 睛 一 A 人 A 一 习 A. 

该 逻 挤 定理 就 是 哲学 层面 上 之 非 此 非 彼 的 概念 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 逻辑 表达 

式 . 该 定理 对 后 续 的 研究 和 论述 至 关 重 要 . 


6. 5.3 ”Leibniz 割 线 与 切线 问题 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 逻辑 数学 解释 方法 


6. 4. 3 广 论 述 了 微 积分 与 极限 论 中 Leibniz 割 线 与 切线 之 不 相 容 性 问题 ,与 之 
相关 的 还 有 如 Newton 的 平均 速度 与 点 速度 的 不 相 容 性 问题 ,如 此 等 等 . 这 一 类 不 
相 容 性 问题 的 提出 和 解决 ,基本 上 都 要 涉及 变量 z 无 限 趋 近 于 其 极限 0 的 poi 方 
式 (z+0Az 二 0) 和 aci 方 式 (z+40AzT0), 上 文 6.4.3 节 详细 论述 了 Leibniz 割 
线 与 切线 问题 , 简 言 之 , 即 面 对 如 下 极限 表达 式 : 


dy -tr im AY 
dr ‘Be A A VW) 
Tr 
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6. 5 ”Leibniz 割 线 切 线 问题 在 中 介 逻 辑 框架 下 的 逻辑 数学 解释 方法 


-00 一 ------------—-- 一 一 


其 中 毕 是 切线 斜率 tg 及 其 极限 表达 式 Lim 人 的 一 种 简 记 , 即 该 极限 表达 式 Lim 人 


Ar*0 


=tga 被 简 记 为 人 2. 相关 不 相 容 性 问题 是 指 :该 极限 表达 式 中 的 变量 Ar 无 限 趋 近 于 


其 极限 0 时 ,究竟 是 按 肯定 完成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 (Ax 和 0AAzrT 0), 还 是 按 
否定 完成 式 (m gone 二 广 going) 之 潜 无 限 方式 (Ax^ 0A Axz 干 0) 无 限 趋 近 于 其 极限 


0 的 . 如 果 是 按 ac 方式 , 则 徘 必定 走向 无 意义 的 对 ,从 而 无 法 求 得 鸟 一 tgn; 如 果 是 按 


poi 方 式 , 则 健将 永远 是 制 线 斜率 ( 即 永远 有 Ay>0 人 Ax>>0), 同 样 无 法 求 得 乱 = 
tga. 所 以 无 论 是 poi 方式 ,还 是 aci 方式 都 说 不 通 . 现在 我 们 将 在 中 介 逻 辑 系 统 中 
解决 这 个 不 相 容 性 问题 , 亦 即 我 们 要 在 中 介 逻 辑 系统 内 给 出 上 述 Leibniz 割 线 与 切 
线 问题 的 逻辑 数学 解释 方法 . 

第 一 步 ; 设 有 排 中 律 FAx 人 0AAzx 0V Azx 和 0 和 Ax 王 0 和 命题 “ 会 Y 人 7 无 意义 ” 
与 也 有 意义 ”, 显 然 满足 条 件 : 

0) 全 无 意义 iffAz ‘$0AArT Do0, 


(iD 会 和 有 意义 iffAr 人 0AAx 下 0. 
如 此 根据 6. 5. 1 中 之 定理 LOEM( 于) 推 知 有 排 中 律 : 
上 名 无 意义 VS 分 有 意义 . 


这 表明 (名 无 意义 ,SA 有 意义 ) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P, 一 忆 )， 

第 二 步 : 设 有 排 中 律 FAz+ 0AAzT 0VAz+ 0AAz 址 0 和 命题 “42 是 切线 介 
率 "与 “和 是 割 线 斜率 ", 显 然 满足 条 件 ， 

(i) 名 是 切线 斜率 ifAr+ 0AAzrT 0， 


(iD Wy J 是 割 线 斜 率 ifArz+0AAz 王 0. 
司 桩 要 6. 5. 1 中 之 定理 LOEM( 于 ) 推 知 有 排 中 律 ; 
上 旦 是 切线 斜率 V 9 科 是 制 线 斜率 ， 


这 表明 ( 92 是 切线 斜率 ,92 是 制 线 斜率 ) 也 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P,P). 


人 
1 91 < < 
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在 ZFC 和 ML&MS 系统 中 知 有 :@ FpoiV aci;@ (poiAaci);@ 上 poi 天 aci 
从 而 如 上 第 一 步 和 第 二 步 所 获 结论 ,都 是 在 ML&.MS 系统 内 ,由 上 -poiV aci 这 一 前 题 
出 发 ,在 系统 内 推导 出 来 的 . 从 而 我 们 在 此 将 如 上 第 一 步 和 第 二 步 所 获 绪 论 概述 为 
MLAMS 系统 内 的 一 条 特殊 而 重要 的 定理 , 即 


定理 Leibnig: (全 信 无 意义 ,A 有 意义 ) 和 (到 是 切线 斜率 ,9 下 是 割 线 斜率 ) 在 中 介 逮 


辑 系统 中 ,都 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P, 一 P) ,所 以 都 满足 排 中 律 FAV 一 A 
根据 如 上 定理 Leibniz 知 有 


DAY Az 无 意义 ) iff SY Az 有 意 意义 ， 


Or 了 是 制 线 斜率 ) ff 人 是 切线 斜率 . 


在 中 介 系统 中 (x 之 0,zx 二 0) 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 习 PP) ,在 这 里 具 
体 指 (Ax 记 0,Ax 二 0) 这 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 习 PP) ,因而 在 (CP, 习 P) 中 存在 
中 介 对 象 上 使 有 一 PCz) 忆 ~ 汪 PGz). 具 体 在 这 里 是 指 (Az>0,Az 王 0) 这 一 有 中 介 
的 反对 对 立 面 有 中 介 对 象 工 使 有 ~ 一 (Az>0) 多 一 (Az=0). 现在 我 们 在 中 介 人 逻辑 
框架 内 继续 进行 如 下 的 推导 :因为 


4A2 于 音义 ;ffA 一 
GO 无 恶 义 i{ff Ax 0， 


@@ 和 是 制 线 斜率 ifAz>>0 
现 到 人 和 四 取 它 们 的 寿命 是, 
+( Ax = 0 )iff—( SY A 无 意义 ) ， 


(Ax >0)if{™( $Y 是 市 线 斜率 ). 
现 由 上 述 亿 和 中 知 有 

D(Ar=0 ff SY 有 意义 ， 
绸 由 上 述 @ 和 多 可 有 

@r-(Az >0) 话 径 是 切线 斜率 
于 是 由 和 他 可 有 
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二 


人 有 意义 & 全 了 是 切线 的 斜率 ) “iff("( Az 一 0) 取 一 (Arz>>0)) (x) 
由 6. 5. 2 a MP 中 的 MP 定理 27L3] 知 有 
( 全 有 意义 & 9y 是 切线 的 斜率 )iff(~( Ar 二 0)8~(Az >0)) (xx) 


在 这 里 ~(Az 一 0) 妈 一 (Az >0) 一 (Ax >0) 和 -mm(Az = 0 ) 依 次 相对 于 上 述 MP 
定理 27L3j 中 之 一 AAA 和 一 一 A. 


上 述 ( xx ) 表 明 使 得 “ 人 和 > 有 意义 "同时 又 有 ” oY 二 是 切线 斜率 ”的 充分 必要 条 件 
是 ~~( Ax 二 0)&~(Az 二 0)， i 4 有 取 (Az >0, Az 二 0 ) 这 
一 有 中 介 的 反对 对 立 面 的 中 介 值 ,才能 使 * 分 和 有 意义 区 dy -7 是 切线 的 斜率 "这 一 事 
SE 


| 6 关于 Ar Ax 有 意义 & 9 4 是 切线 斜率 在 中 介 逻辑 系统 中 的 数学 
解读 与 逻辑 分 析 
本 章 6. 5. 3 节 给 出 了 Leibniz A 
数学 解释 方法 ,但 对 6. 5. 3 节 中 的 与 @ 合 成 的 (x ) (人 和 有 意义 & 全 过 是 切线 斜 


率 ) 而 言 ,在 二 值 逻 辑 框架 内 是 不 可 思议 的 ,因为 (* ) 中 前 一 命题 要 求 Az 大 于 0, 后 

一 命题 要 求 Az 等 于 0, 从 而 (* ) 是 (4AA 一 4A) 的 矛盾 式 , 试 问 在 中 介 逻 辑 演算 ML 
中 ,为 何 该 (x ) 就 不 是 (A 人 一 A) 矛盾 式 ? 即便 如 此 ,又 因 ML 是 二 值 逻辑 演算 Cl. 
的 真 扩张 ,同时 ML 的 可 靠 相 容 性 已 被 严格 证 明 , 那 么 我 们 又 要 问 ,在 相 容 可 靠 的 
ML 中 ,为何 允 许 (* ) 既 是 (A A 一 A) 的 矛盾 式 又 不 是 (A 人 一 A) 的 矛盾 式 同 时 成 
立 .下 文 将 对 此 做 仔细 的 逻辑 分 析 和 逻辑 数学 的 解读 ,两 者 分 析 研 究 的 结论 完全 一 
致 ,从 而 严格 而 彻底 地 回答 了 上 述 问题 . 


6. 6.1 关于 6. 5.3 中 @ 与 @ 合 并 后 之 ( * ) (入 有 意义 & 到 是 切线 斜率 ) 的 逻辑 
数学 解读 

在 这 里 应 注意 ,在 中 介 还 辑 框架 内 ,不 能 将 ( Ax 有 意义 & 科 是 切线 斜率 ) 误 

认为 是 (4AA 一 A) 的 矛盾 式 . 为 我 们 现在 是 在 中 介 进 加 系统 内 针对 Ar > 0， 


@ 在 此 应 注意 ;上 文 所 论 之 ( 允 有 意义 & 和 是 切线 的 斜率 ) 在 二 值 逮 辑 框架 内 是 不 可 思议 的 ,但 在 中 介 
逻辑 中 是 可 以 实现 的 . 下 文 做 出 严格 的 逻辑 数学 回答 
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Ax 二 0 ) 这 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 二 轧 ) 进 行 推理 和 讨论 问题 ,因而 有 对 象 上 使 
有 ~ p(X)& 一 习 p(x) ,此 处 即 ~ (Ax 沁 0)& 一 (Az = 二 0) .由 6.5.3@ 式 而 知 


和 > 无 意义 if Ax 二 0 ,如 此 什么 是 所 Az 有 意义 ? 指 的 是 Az 盖 0 或 者 一 (Ar 二 0) 
时 ,22 ~ 都 是 有 意义 的 ,事实 上 ,由 一 (Az 之 0) 可 推出 Az 不 是 0, 既然 Az 不 是 0， 


就 可 以 作 分 母 而 使 人 Az 有 意义 ， 所 以 Ar 之 0 或 一 (Az>0) 均 可 作 分 母 而 使 全 > Az 有 
意义 ,如 图 6. 所 未 ， 


Ay 、 Ay 。、 
Ar 有 意义 Ar 无 意义 


Ax>0 ~(Ax>0) Ax= 0 


图 6. 3 
类 同 地 由 6. 5. 3@ 式 而 知人 > 入 是 割 线 ftAr>0， 如 此 什么 是 垂 是 切线 ? 指 的 是 Az 一 


0 或 ~(Az 一 0) 时 , 腓 均 为 切线 .事实 上 ,由 ~(Azx 一 0) 可 推 知 Ax 不 是 >0 的 量 , 既 


然 Az 关 0, 蛙 就 是 切线 而 不 是 制 线 . 所 以 当 Az 一 0 或 ~(Az 一 0) 时 , 虹 均 为 切线 ， 
如 图 6. 4 所 示 : 


Ax> 0 ~(Ax=0) 


| | | Ax= 0 
外 是 割 线 衬 是 切线 


图 6.4 
如 果 将 上 面 两 图 合并 起 来 看 ,会 感到 更 直观 清晰 ,在 这 里 ( 人 AY 有 意义 & 到 是 切线 


的 和 斜率) 已 经 与 二 值 逻辑 演算 框架 下 之 (A 人 一 A) 的 蔬 盾 式 不 相干 了 . 

当然 ,还 有 一 个 可 能 产生 的 疑问 是 这 样 : 中 介 逻 辑 演 算 系 统 ML 已 被 证 明 是 一 
个 可 靠 相 容 的 系统 ,那么 在 ML 中 ,对 于 命题 K 和 R 而 言 ,为 何 能 允许 (K 和 RR) 是 
(A 人 一 和 A) 的 矛盾 式 和 不 是 (A 人 一 和 A) 之 矛盾 式 在 系统 内 并 存 呢 ?这 是 因为 中 介 风 
辑 演算 ML 是 二 值 逻 辑 演算 CL 的 真 扩张 ,在 ML 中 已 严格 证 明了 CL 的 任何 推理 
规则 都 是 ML 的 导出 规则 ,CL 的 任何 一 个 演算 系统 都 是 ML 的 子 系统 ,CL 中 的 排 
中 律 FAV 一 A 在 ML 中 可 被 严格 地 推演 出 来 ,而 且 以 CL 为 其 子 系统 的 ML 的 可 
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靠 相 容 性 是 早已 被 严格 证 明了 的 . 所 以 CL 中 的 任何 推理 结论 ,不 仅 在 其 扩张 区 域 
ML 中 可 以 使 用 ,同时 也 不 会 由 此 而 导致 ML 的 不 相 容 性 . 特别 是 ML 所 贯彻 之 中 
介 原 则 ,确认 有 中 介 的 反对 对 立 (P, 当 已) 和 无 中 介 的 矛盾 对 立 (P, 一 P) 在 系统 内 都 
客观 存在 ,所 以 对 于 系统 内 可 刻 划 的 两 个 命题 K 和 尺 而 言 , 即 使 按 二 值 模式 证 明 
了 它们 满足 排 中 律 FK VR, 但 在 ML 中 之 CL 的 扩张 区 域 中 ,只 要 存在 或 者 说 能 
找到 与 命 古 K 和 R 相关 的 一 个 有 中 介 的 有 反对 对 立 面 

( p(x) ,~ p(X) & ~ Apr) ,Fplr) )， 
能 按 中 介 模 式 运用 一 p(x) 与 ~ 习 p(x) 去 重新 刻 划 所 说 命题 K 和 KR 的 内 涵 后 ,就 
已 经 不 同 于 二 值 模式 所 刻 划 之 命题 K 和 R 的 内 涵 了 . 所 以 在 ML 中 之 CL 的 扩张 
区 域 中 ,运用 一 交 (Cz) 和 一 时 p(x) 重新 刻 划 了 命题 KK 和 R 之 内 涵 后 ,( 开 人 民 ) 怠 不 
可 能 再 是 (AA 一 A) 的 矛盾 式 了 . 所 以 我 们 不 能 在 上 文 经 由 一 (Az>>0) 与 一 (Az 一 


EA 


和 有 意义 &. dy 半 是 切线 ) 误 认为 是 (A 人 一 A) 的 矛盾 式 . 当然 在 ML&MS 也 存在 


着 另 一 类 满足 排 中 律 上 FAV 一 A 的 命题 D 和 FE, 在 ML 之 CL 的 扩张 区 域 中 ,不 存 
在 或 找 不 到 相应 的 有 中 介 的 反对 对 立 面 
( A(zr) ,~ A(z) & ~ A(r) ,FAC()), 
能 用 一 A(x) 与 ~ 习 A(x) 去 分 别 重新 刻 划 命题 D 和 的 内 涵 , 从 而 这 类 命题 (DA 
FE) 就 只 能 是 (A 人 一 和 A) 的 也 盾 式 了 . 
在 这 里 ,我们 还 可 进一步 前 明 上 文 所 论 之 几何 意义 . 如 图 6. 5 所 示 ; 


和 4 
O, 


Os 


AxT4&AxT4 


A ATAx&ATAx 
图 6.5 


图 中 点 A 原 为 一 个 只 有 位 置 没 有 大 小 的 数学 点 , 现 有 变量 Az 在 点 A 左 、 右 两 侧 按 
aci 方式 无 限 趋 向 极限 点 A, 于 是 Ax 人 和 AAAzrTA 是 通过 中 介 过 渡 去 实现 的 ,该 中 

介 就 是 一 (Az>0)&~(Az=0) ,我 们 将 左 侧 的 中 介 记 为 OF ,解读 为 A 的 左 中 介 ， 
又 将 右 全 的 中 介 记 为 CO ,解读 为 A 的 右 中 介 . 我 们 将 数学 点 A 与 A 的 左 中 介 与 右 
中 介 合 在 一 起 解读 为 A 的 中 介 点 ,并 记 为 "A“ ,而 该 A“ 既 不 是 ( 汪 0) 的 量 , 又 不 
是 (二 0) 的 量 ,所 以 ”A “仍然 落 在 任何 一 个 包含 "A 的 任何 一 个 >0 的 节 套 中 .在 


此 应 指出 ,上 文 所 说 的 那 条 “ 候 是 切线 ”, 在 中 介 思 维 模式 的 几何 意义 上 , 它 已 经 不 
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是 切 在 极限 论 中 那个 数学 点 A, 而 是 与 A 附 有 左 中 介 0 起 与 右 中 介 Oz 的 中 介 点 
“4 相 切 . 

当然 应 予 指出 :上 文 所 言及 的 左 中 介 O& 、 右 中 介 O5 和 中 介 点 +A- 等 概念 仅 
仅 是 一 种 直观 思维 的 素 朴 描述 , 远 远 不 是 逻辑 数学 层面 上 的 论述 . 


6. 6.2 关于 Ax 的 [ 守 0j 处 理 与 [==0] 处 理 在 CL 和 ML 中 的 逻辑 分 析 


在 这 里 ,我 们 针对 6. 5. 3 节 中 将 @ 与 @ 合 并 之 后 的 
(A 有 意义 & 字 是 切线 的 斜率 )iff( 一 (Az 一 0)&. 一 (Az>0)) 


进行 [>0] 处 理 与 [二 0] 处 理 的 逻辑 分 析 , 因为 对 于 “ 分 有 意义 ”而 言 ,Az 要 作 


[>0] 处 理 , 对 于 “ 入 是 切线 的 斜率 ”而 言 , Ax 要 作 [一 0] 处 理 , 问题 是 在 什么 情况 


下 ,才能 使 Az 的 [0j 处 理 和 Az 的 L 二 0 处 理 同时 成 立 ? 从 而 我 们 将 在 二 值 逻 辑 
演算 CL 和 中 介 逻 辑 演算 ML 中 ,对 于 Az 的 [二 0j 处 理 和 | 二 0] 处 理 进行 仔细 的 逻 
辑 分 析 . 分 析 结 果 与 6. 6. 1 节 所 论 完 全 一 致 . 
(1) 在 二 值 逻 辑 演算 CL 中 ,对 任意 量 Az, 要 么 Az>0, 要 么 Az 一 0, 这 表明 我 
们 有 
“在 CL 中 ,不 允许 出 现 Az>0& Az 二 0 一 类 自 相 了 矛盾 的 表达 式 ”.。 (x) 
并 在 CL 中 可 以 证 明 ,同样 不 允许 出 现 一 (Az>0) 放 一 (Ax 二 0) 表 达 式 ,因为 在 CL 
中 有 
(7’)—(Azx>0) FAz 一 0， 
(8 ) 一 (Az 一 0) FAz 二 0， 
于 是 若 反 设 CL 中 有 一 (Az>>0) 芭 一 (Az=0) , 则 由 如 上 (7 与 (8 ) 就 有 
一 (Az>>0) 训 一 (Az 一 0) FAx>0& Az 一 0， 
从 而 与 上 文 结论 (x ) 相 矛盾 . 因此 反 设 不 成 立 , 即 CL 中 没有 表达 式 (Az>>0) 必 一 
(AZ 一 0). 
事实 上 ,对 于 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (p, 一 卢 ) 而 言 ,首先 
“没有 对 象 工 能 使 有 p(x)A7 p(x)” (x ) 
同样 也 没有 对 象 x 能 使 有 一 PCr) 人 一 (x), 因为 CL 中 有 一 一 二 p, 从 而 有 
pz)Am TE pr) 上 pz)ApGzr) Fp CX) A plx), 
于 是 矛盾 上 述 ( x ), 这 表明 CL 中 不 可 能 有 非 此 非 彼 的 逻辑 表达 式 - 户 人 一 一 妃 . 
《2) 在 中 介 逻 辑 演 算 ML 中 ,对 于 任 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 pp) 而 言 ,有 对 
象 + 使 有 ~p(z)&&~ 习 p(x), 但 由 MP 定理 2: 
[11A,—“ATFB,[21A,=3A FB,[3]A,~A FB,[4]~A,—= A FB. 
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而 知 ,在 ML 中 不 允许 有 对 象 z 使 有 pCOD& 一 p(x),p(z)& 习 p(x),p(7x) .~p 
(xz) 和 ~p(zx) 区 习 p(z) 等 一 类 自 相 矛盾 之 表达 式 出 现 . 

另外 ,上 文 (1) 中 有 结论 指出 ,CL 中 不 存在 非 此 非 彼 的 逻辑 表达 式 , 但 是 ML 
却 不 是 如 此 , 因 ML 中 MP 定理 27L3j. 

一 入 且 一 A 人 一 习 A 
就 是 非 此 非 彼 在 ML 中 的 逻辑 表达 式 . 

在 ML 中 对 于 p(x),~p(x), 习 p(x) 而 言 ,根据 ML 中 之 下 述 MP 定理 27[ 4 一 
[6j:[4 盖 AH~A vA,[5 厂 导 AH~A vA,[6]-~AHHA\A 而 知 ,如 下 推理 
是 合理 且 成 立 的 . 

[1 plz) FF~p rvA pz) ,L213 pr) FF~p lr vez) ,L337~ p(x) 上 
px)vp(r). 

但 诸如 [1 pCrx) 上 一 pz [2 pz) FE pr L333 pr) FF~3 p(xr), 
[4 二 汪 加 zxz) 上 Fp(zx) 等 一 类 推理 在 ML 中 是 不 合理 且 不 能 成 立 的 ,就 像 有 3 个 人 
分 别 住 在 A,B,C 三 栋 楼 里 , 则 由 其 中 某 个 人 不 住 在 A 楼 这 个 前 提 , 只 能 推断 该 人 
住 BB 楼 或 C 楼 ,由 该 前 提 既 无 法 推断 该 人 一 定 住 在 B 楼 ,也 无 法 推断 该 人 一 定 住 
在 C 楼 . 

现在 将 上 述 ML 中 合理 且 成 立 的 推理 [1] 与 [2] 合 并 起 来 就 是 

pr am pz) 上 一 (za pA~ pr vp (7)). (1) 

由 ML 中 MP 定理 29| 1 |] ; 

(4AvPB)AGCAvC)HAwv(CBAC) 
可 知 有 
(~p TIVA pz))ACm~pDCz)vpGz)) FF~p rv pr A pr)). (2) 

但 是 由 上 述 MP 定理 2[2] 推 知 在 ML 中 p(xz)^ 习 p(xz) 是 自 相 也 盾 而 不 能 成 

立 的 ,所 以 联合 上 述 (1) 和 (C2) 我 们 知道 如 下 推理 ; 
pA7m I pr) FF~ pr) (V) 
在 ML 中 是 合理 而 成 立 的 . 

由 上 述 (V) 可 知 , 对 于 (Az 盖 0,Az 二 0) 这 一 具体 的 有 中 介 的 反对 对 立 面 而 言 ， 

下 述 推 理 
Ax>0)Am Az=0) 上 一 (Az>>0)A 一 (Az 一 0) (V ) 
在 ML 中 是 合理 而 成 立 的 ， 

(3) 对 于 (Az 放 0,Az 二 0) 这 一 具体 的 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 pp) 而 言 ,由 

ML 中 之 MP 定理 27[5] 知 有 
一 (Az 王 0) F(Azx>0)v~ (Ar>0). (7x) 
又 由 ML 中 之 MP 定理 27[4] 知 有 
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一 (Az>>0) 上 一 (Az>0)v(Az 一 0). (8x ) 
在 6. 5. 3 a 
人 有 意义 Re 二 是 切线 的 斜率 )if 一 (Ax 一 0)A (CAx>0)， (x) 


由 上 述 ( x ) 知 道 , 若 要 ( 和 ) 有 意义 , 则 要 对 Ax 作 [之 0] 处 理 , 若 要 中 了 是 切线 的 斜 


率 , 则 要 对 Az ee x ) 和 (8 x ) 中 分 析 一 ES 
Az>0 和 Az=0 三 者 中 ,如 何 组 合 才能 使 得 Az 既 能 作 [L 福 0 处理, 同时 又 能 作 [=0j 
处 理 ? 

首先 由 MP 定理 2L2] 知 道 Az>0 AAz 王 0 不 可 能 处 理 . 

其 次 由 MP 定理 [3] 知 道 Az>0 ^ 一 (Az>>0) 不 可 能 处 理 , 

再 则 由 MP 定理 [4] 知 道 Ax 二 0 ^ 一 (Az>0) 不 可 能 处 理 . 

由 此 可 以 得 出 结论 : 唯 有 (7* ) 和 (8x ) 中 的 一 (Az>0) 才 能 使 得 Az 既 能 作 [ 过 
0 处理 ,同时 又 能 作 [ 二 0 人 处理 . 

总 之 ,无 论 在 CL 还 是 ML 中 ,一 (Az 王 0) FAz>0, 辐 时 又 有 一 (Az 盖 0) 上 Arz 王 
0 是 不 可 能 成 立 的 ,因为 CL 和 ML 中 都 不 允许 出 现 p(x) 人 p(x) 一 类 自 相 也 盾 的 
东西 出 现 . 所 以 在 ML 中 ,让 Az 既 能 作 [ 二 0 处 理 , 同 时 又 能 作 [ 二 0 处 理 , 只 有 取 
(Az>0,Az 一 0) 之 中 介 值 一 (Az>0)A~(Az 一 0) 才 能 使 Az 的 [之 0 处理 和 [二 0] 
处 理 同 时 成 立 . 

所 谓 Az 的 [ 盖 0 处 理 和 [三 0 处理 的 具体 含义 是 这 样 ,由 一 (Az>0) 可 推出 Az 


不 是 0, 命 题 “ 人 > Ar 有 意义 "就 成 立 , 亦 即 Az 盖 0 与 _(Az>0) 都 能 使 公 A7 有 意义 . 这 表 
明 中 介 值 一 (Az> 盖 0) 能 作 [ 盖 0] 处 理 . 男 外 一 方面 ,由 一 (Ax 二 0) 可 推出 Az 不 是 大 
于 0 的 量 , 既 然 Az 不 是 大 于 0 的 量 ,可 知己 不 是 割 线 而 是 切线 ,这 说 明 ~(Az 一 0) 


能 作 [一 0 处理, 也 说 明 Ar 一 0 与 一 (Az=0) 都 能 使 得 和 是 切线 . 这 样 用 一 (Ar>>0) 


与 一 (Ar=0) 依 次 重新 刻 刘 “A2 有 意义 ”和 “9z 是 切线 "这 两 个 命题 之 后 ,就 表明 在 

中 介 逻 辑 系统 中 , 取 (Az>0,Az=0) 的 中 介 值 一 (Az>0) 芭 一 (Az 一 0) ,不 失 为 使 

得 “A 有 意义 ?和 “9 是 切线 的 斜率 ”这 两 个 命题 同时 成 立 的 一 种 方案 ,进而 能 给 出 

Leibniz 割 线 与 切线 问题 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 逻辑 数学 解释 方法 . 

| 6.7 Zeno 第 二 个 悖 论 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 层面 上 的 分 析 与 研究 
Kline 在 文献 [156] 中 论 及 第 二 个 Zeno 悖 论 时 指出 :“ 第 二 个 悖 论 叫 Achilles 
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和 乌龟 赛跑 的 悖 论 . ” 据 Aristole 所 述 :“ 动 得 最 慢 的 东西 不 能 被 动 得 最 快 的 东西 赶 
上 ”. 0 这 是 一 种 推理 过 程 是 合理 而 有 根据 的 ,但 推理 结论 却 与 客观 实际 完全 相 背 
的 悖 论 . 在 二 值 逻 辑 框 架 内 ,Zeno 悖 论 迄 未 得 到 令 人 满意 的 解决 方案 , 亦 即 未 能 给 
出 科学 而 合理 的 解释 方法 . 在 这 里 ,我 们 将 在 一 系列 准备 工作 的 基础 上 , 先 给 出 
Zeno 悖 论 在 变量 无 限 趋 近 于 其 极限 过 程 中 的 表述 方式 ,为 解决 Zeno 悖 论 做 好 前 
期 工作 ,后 续 文 字 将 在 中 介 逻 辑 系统 内 给 出 Zeno 第 二 个 悖 论 的 逻辑 数学 解释 方 
法 . 最 终结 果 会 表明 ,中 介 有 逻辑 是 解决 Zeno 悖 论 的 逻辑 基础 ， 


6.7.1 关于 Zeno 第 二 个 悖 论 的 解说 


本 书 1. 2 节 曾 对 Zeno 第 二 个 悖 论 做 过 简要 介绍 ,在 这 里 ,为 使 下 文 讨 论 与 陈 
述 方便 起 见 , 再 作 如 下 翻译 说 明 ,如 图 6. 6: 


3 CS DD 9 E 
一 | | 一 > 
A—>t 了 T 
图 6.6 


令 A 表示 希腊 的 神 行 太保 Achilles, 又 以 工 表示 乌龟 , 现 A 在 也 点, 工 在 点 C 
处 , 信 A 儿 BC 方 同 塌 赶 工 .如 果 A 要 赶 上 丁 , 则 首先 要 跑 完 B 到 C 这 段 距离 Si， 
无 论 A 跑 的 速度 有 多 快 ,总 要 有 一 定 的 时 间 才能 跑 到 点 C 处 , 即 跑 完 S$; 这 段 距 
离 , 既 有 时 间 三, 则 不 论 工 息 得 多 么 慢 , 总 能 息 出 去 一 段 距 离 而 达到 点 D 处 . 因而 
A 要 赶 上 了 工 , 又 必须 先 跑 完 C 到 DD 这 段 距 离 AS; ,无 论 A 跑 的 速度 多 么 快 ,总 要 有 
一 定 的 时 间 才能 跑 完 由 C 到 DD 的 距离 , 即 跑 完 $; 这 段 距 离 , 既 有 一 定 的 时 间 t;， 
则 不 论 荆 息 得 多 么 慢 , 总 能 息 出 去 一 段 距离 而 达到 点 玉 处 ,如 此 等 等 . 这 种 推理 过 
程 ,循环 往复 ,可 以 无 限制 地 一 直 重 复 下 去 ,所 以 A 永远 追 不 上 本 ,这 种 推理 过 程 是 
合理 而 有 根据 的 ,然而 推理 的 结论 却 与 客观 实际 完全 相反 ,因为 任何 人 都 会 有 如 下 
的 实践 经 验 ; 即 移动 得 慢 的 东西 ,一 定 会 在 有 限时 间 内 被 移动 得 比 它 快 的 东西 
追 到 . 


6.7.2 Zeno 第 二 个 悖 论 在 变量 与 极限 概念 中 的 表述 方式 


由 6. 7. 1 市 所 述 Zeno 第 二 个 悖 论 可 知 ,其 中 涉及 如 下 两 个 以 0 为 极限 的 变 
量 , 即 

(1) 距 离 变 量 9 vs >… 盖 Sr 和 >0， 

(2) 时 间 恋 量 # 半 ty 半 … 半 交 1 记 … 一 0. 

今 为 下 文 陈述 简明 计 , 我 们 用 AS->0 表示 上 述 距 离 变量 (1) ,又 用 At->0 表示 
上 述 时 间 变 量 (2). 我 们 将 “A 在 有 限时 间 内 永远 追 不 上 T” 简 记 为 A <T, 将 “A 恰 
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追 上 了 了 T” 简 记 为 A 一 工 , 亦 即 我 们 约定 : 
A <T 二 a“A 在 有 限时 间 内 追 不 上 了 TT”， 
A= T=a"“A 怡 追 上 了 T”, 
Zeno 第 二 悖 论 表 现 为 “Zeno 推理 成 立 ” 与 “客观 事实 成 立 ” 的 矛盾 ,其 中 实 为 
Ze 推理 成 立 iff A <T， 
(4) 客 观 事实 成 立 :ff A 一 了 工 
此 外 ,我 们 还 有 


5A <T ff 0 


At>0 


ff 全 有 意义 ifftASA4OAAS 王 0&At40AAL 王 0， 


(HA= TOES 全 三 ?if 人 党 无 意义 ( 即 全 > 变 为 无 意义 的 了 0 ) iffAs+oAAS 


TO&Att$OA ArtTO. 
为 使 往 后 行文 不 至 元 长 ,我 们 约定 如 下 : 

(a)At $40OAAtT 0=a“AS1OAAST O&ArttOAArtT 0”， 

(b)At ‘0AAt 趟 0 二 a“ASh0AAS 下 0&Art40AAzt 二 0”. 
在 此 特别 指出 ,所谓 给 出 Zeno 第 二 个 悖 论 的 解决 方案 ,由 上 文 (3) 和 (4) 而 知 , 就 是 
要 使 得 “Zeno 推理 成 立 ” 同 时 又 有 “客观 事实 成 立 ”, 或 者 说 要 使 得 “A <T” 同 时 叉 
有 “A 一 T”* 作 出 逻辑 数学 的 解释 方法 . 再 由 上 文 (5) 和 (C6) 可知, 所 谓 给 出 Zeno 第 二 


个 悼 论 的 解决 方案 , 亦 可 表述 为 :要 对 (全 有 意义 &A 二 了 作出 逻辑 数学 解释 方法 ， 
这 在 二 值 浸 辑 演算 框架 下 是 不 可 思议 的 ,但 在 中 介 迎 辑 演算 系统 中 是 可 以 实现 的 . 在 
续 文中 ,我 们 将 在 中 介 远 辑 系 统 中 给 出 ( 伟 有 意义 &A 一 了) 的 逻辑 数学 解释 方法 . 


6.7.3 Zeno 第 二 个 悖 论 之 {人知 有 意义 &A4 一 了) 在 中 介 运 辑 系 统 中 的 
逻辑 数学 解释 方法 
在 6. 7. 2 节 之 末 论 述 指出 :给 出 Zeno 第 二 个 悖 论 的 解决 方案 ,等 价 于 对 (全 


有 意义 同时 义 有 A 一 了 给 出 逻辑 数学 解释 方法 , 现 对 此 证 明 如 下 : 
第 一 步 : 设 有 排 中 重 -At 和 0 人 At 王 OV At 和 0 和 At TT 0, 另 有 两 个 命题 “人 有 


意义 ”,“ 全 无 意义 ”, 这 两 个 命题 显然 满足 如 下 条 件 
(1) 会 有 意义 iff At ‘0 AA 下 0， 
(ii) 从 无 意义 ifftAt+0 AAT0. 


于 六 政 
人 
三 
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于 是 由 6. 5. 1 节 定 理 LOEM( 焉 ) 推 知 有 排 中 律 : 
上 知 有 意义 V 会 无 意义 ， 

第 二 步 : 设 有 排 中 律 上 FAt 440A At 和 二 0V At40A 人 AtT0, 男 有 两 个 命题 ;A < 
TT 和 AA 二 TT. 
由 6.7.2 节 之 (5) 与 (6) ,可 知 这 两 个 命题 满足 如 下 条 件 : 

(DA<T ifA+OAA 下 0， 

(WA=T ifArf+0AAT 0， 
于 是 由 6. 5. 1 节 定 理 LOEM( 亚 ) 推 知 有 排 中 律 

FA<TVA=T. 

在 中 介 膛 辑 系统 ML&MS 中 有 排 中 律 上 Fpoi(x)V aci(x) . 如 上 第 一 步 与 第 二 步 
所 获 结 论 ,都 是 由 系统 内 从 上 poiV aci 出 发 推导 出 来 的 . 因此 ,我 们 有 如 下 特殊 和 
重要 定理 , 亦 即 


定理 Zeno (人 有 意义 ,人 无 意义 ) 和 (CA <T,A 一 工 ) 在 中 介 逻 辑 系统 中 ， 


都 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (p ,一 p) ,并 满足 排 中 律 上 A V 一 A. 

根据 定理 Zeno 而 知 有 

@ 一 (对 无 意义 )iff (入 有 意义 )， 

©@— (A <T)iff (A= T). 

在 中 介 逻 辑 系统 中 ，(> 0, = 0) 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 bp) ,在 这 里 具 
体 指 (Azt > 0,A = 0) 这 个 有 中 介 的 反对 对 立 面 , 故 对 象 At 使 有 

~ (At > 0)&. ~ (At = 0). 
现 于 中 介 丙 辑 框 架 内 ,根据 上 述 Q 和 名 ,进一步 推 导 如 下 :因为 


@ 笠 无 意义 庄 A= 0， 


@ A <Tif{f At > 0. 
对 各 取 它 们 的 否 命 题 而 有 


(At = 0) iff— 0 全 无 意义 )， 


(©O™ (At > 0) 过 一 (A <T). 
由 心 和 中 有 


P+ (At = 0) fC 人 有 意义 )， 


由 信和 人 @ 有 
®— (At > 0) if (A = T). 
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现 将 上 述 @@ 和 @ 合 并 起 来 就 有 
( 仿 有 意义 &A==T) At = 0)& At> 0)， Cx ) 
由 6. 5.2 节 MP 定理 27[3] 可 知 
( 知 有 意义 &A 一 TDif 一 0& 一 人 >0). (xx ) 


上 述 ( xx ) 表 明 使 得 人 有 意义 ,同时 又 有 A 二 工 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


~(At=0)&.~(At>0), 
亦 即 只 有 在 中 介 逻 辑 系 统 中 取 (At > 0,At = 0) 这 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 的 中 人 


值 ,才能 使 得 ( 全 有 意义 &A 二 这 一 事实 能 以 实现 , 亦 即 才能 使 得 Zeno 推理 
成 立 ,同时 A 二 T( 即 A 能 追 上 工 的 客观 事实 成 立 ) ,两 者 不 再 互相 矛盾 . 
6.7.4 解决 Zeno 第 二 个 悖 论 的 方法 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 科普 解读 方式 


因为 (At 盖 0,At 一 0) 在 中 介 逻 辑 系统 中 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (p, 习 Pp) , 因 
此 ,我 们 有 
(At > 0, ~ (At > 0)& ~ (At = 0),At = 0). 
由 ~ (At 放 0) 可 推出 At 不 是 0, 由 于 只 有 0 不 能 做 分 母 ,既然 已 知 At 不 是 


0, 我 们 就 解读 为 At 可 以 做 分 母 ,从 而 会 有 意义 , 即 会 。 不 会 走向 无 意义 的 -6 .从 


而 (A <T) ( 见 6.7.2 节 之 (5)). 

@ 由 一 (At 二 0) 可 推出 At 不 是 大 于 0 的 量 , 因 只 有 当 AS 与 At 大 于 0 时 ,A 
仍 不 上 芽 , 即 A <T. 既然 AS 与 At 不 是 大 于 0 的 量 , 从 而 可 解读 为 A 二 T( 见 
6.7.2 节 之 (6)), 即 A 正好 追 上 了 工 . 


6.8 关于 名 有 意义 &A 一 了 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 逻辑 数学 解读 


| 与 逻辑 分 析 


6.8.1 对 (公有 意义 &A 一 下 在 中 介 罗 辑 系统 中 进行 逻辑 数学 解读 与 逻辑 分 析 
的 必要 性 
对 于 6. 7. 3 节 中 由 和 @ 合 并 而 获得 之 
(会 有 意义 &A 一 了 ) ( 关 ) 


6.8 关于 乱 有 意义 &A4 一 了 工 在 中 介 逻 辑 系统 中 的 逻辑 数学 解读 与 逻辑 分 析 
而 言 ,在 二 值 思维 模式 下 是 不 可 思议 的 ,因为 ( * ) 中 之 命题 “他 有 意义 ”, 要 求 A> 


0, 而 (* ) 中 之 后 一 命题 “A 一 T”( 即 A 恰好 追 上 T) 又 要 求 At 一 0, 从 而 (x ) 将 是 
(At>0&At 一 0) 的 矛盾 式 . 试 向 在 中 介 逻 辑 演算 ML 框架 下 ,所 论 之 ( x ) 是 不 是 
(A 人 一 A) 的 矛盾 式 ? 如 果 回 答 是 ,那么 6. 7. 3 节 中 所 给 证 明 是 无 效 的 . 如 果 回 答 
说 上 述 C* ) 不 是 (4AA 一 A) 了 矛盾 式 . 则 因 中 介 逻 辑 演 算 ML 是 二 值 尼 辑 演算 CL 的 
真 扩张 ,又 ML 的 相 容 可 靠 性 已 被 严格 证 明 , 为 之 我 们 又 要 向 ,一 个 相 容 可 靠 的 系 
统 中 ,为 什么 允许 同一 个 (x ) 是 (A 人 一 和 A) 的 矛盾 式 ,同时 又 不 是 (A 人 一 A) 矛 盾 式 
呢 ? 为 之 ,澄清 所 有 这 些 可 能 产生 的 疑问 是 必要 的 ,所 以 在 下 文中 将 对 所 说 的 这 些 
疑问 , 先 作 逻辑 数学 解读 ,再 作 仔 细 的 逻辑 分 析 , 两 者 所 获 结论 完全 相同 ,从 而 严格 
而 彻底 地 回答 了 如 上 所 述 之 问题 ,也 表明 6. 7. 3 砷 中 所 给 证 明 是 严格 而 有 效 的 . 


6.8.2 关于 6.7.3 中 QD 和 @ 合 并 之 后 的 ( * )( 儿 有 意义 &4 一 了 ) 的 逻辑 数学 解读 


在 这 里 应 注意 ,不 能 将 (人 有 意义 & A 二 卫 ) 误 认为 是 (A 一 A) 的 矛盾 式 . 因 


为 我 们 现在 是 在 中 介 人 逻辑 系统 内 ,针对 (At 记 0,At 二 0) 这 一 有 中 介 的 反对 对 立 面 
(bb 汉 轧 ) 进 行 推理 和 讨论 问题 ,因而 有 对 象 上 使 有 一 zz) 人 各 ~ 汪 pz) ,此 处 即 一 (Ar> 


0) 尺 ~ Ai 一 0). 由 6.7.3 节 之 @ 式 而 知名 无 意 ff At 一 0, 如 此 什么 是 全 有 意义 ? 
指 的 是 At>0 或 者 一 (At>0) 时 ,会 都 是 有 意义 ,事实 上 ,在 一 (At>0) 可 推出 A 
不 是 0, 既然 At 不 是 0, 就 可 以 作 分 母 而 使 各 有 意义 . 所 以 At>0 或 一 (At>0) 均 


可 作 分 母 而 使 全 有 意义 ,如 图 6. 7 所 示 : 


AS 二 
Af 有 意义 -人 无 意义 
Ar>0 ~(At>0) At=0 
图 6.7 


类 同 地 由 6.7. 3 节 之 @ 式 而 知 A <T 进 At>0, 如 此 什么 是 A 一 Te 指 的 是 以 
二 0 或 一 (CA 一 0) 时 , 均 为 A 一 了 工 . 事 实 上 ,由 一 (At 王 0) 可 推 知 At 不 是 守 0 的 量 , 既 
然 At 党 0 ,我 们 就 有 A 二 工 . 所 以 当 At 二 0 或 一 (At 二 0) 时 , 均 有 A 二 TT, 如 图 6.8 
所 示 : 
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A=T A=T 
图 6.8 
如 果 将 上 述 两 图 合并 起 来 看 ,会 感到 更 直观 清晰 ,在 这 里 (全 有 意义 & A 一 


T) 已 经 与 (4AA 一 4A) 的 矛盾 式 不 相干 了 . 

当然 ,还 有 一 个 可 能 产生 的 疑问 是 这 样 :中 介 逻 辑 演算 系统 ML 已 被 证 明 是 一 
个 可 靠 相 容 的 系统 ,那么 在 ML 中 ,对 于 命题 和 和 R 而 言 ,为 何 能 允许 (K A R) 是 
(A 人 一 A) 的 矛盾 式 和 不 是 (A 人 一 A) 之 矛盾 式 在 系统 内 并 存 昵 ? 这 是 因为 中 介 
逻辑 演算 ML 是 二 值 逻辑 演算 CL 的 真 扩张 ,在 ML 中 已 严格 证 明了 CL 的 任何 推 
理 规则 都 是 ML 的 导出 规则 ,CL 的 任何 一 个 演算 系统 都 是 ML 的 子 系统 ,CL 中 的 
排 中 律 上 A Vy “A 在 ML 中 可 被 严格 地 推演 出 来 ,而 且 以 CL 为 其 子 系统 的 ML 
的 可 靠 相 容 性 是 早已 被 严格 证 明了 的 . 所 以 CL 中 的 任何 推理 结论 ,不仅 在 其 扩张 
区 域 ML 中 可 以 使 用 ,同时 也 不 会 由 此 而 导致 ML 的 不 相 容 性 . 特别 是 ML 所 贯彻 
之 中 介 原 则 ,确认 有 中 介 的 反对 对 立 (p, 习 p) 和 无 中 介 的 矛盾 对 立 (p ,一 p) 在 系 
统 内 都 客观 存在 ,所 以 对 于 系统 内 可 刻 划 的 两 个 命题 K 和 R 而 言 ,即使 按 二 值 模 
式 证 明了 它们 满足 排 中 律 HK V R ,但 在 ML 中 之 CL 的 扩张 区 域 中 ,只 要 存在 或 
者 说 能 找到 与 命题 K 和 R 相关 的 一 个 有 中 介 的 反对 对 立 面 

(pz), ~ pT)K ~ Hp(r) ,A plz))， 

能 按 中 介 模 式 运用 ~ p(x) 与 ~ 习 p(x) 去 重新 刻 划 所 说 命题 K 和 R 的 内 涵 后 ,就 
已 经 不 同 于 二 值 模式 所 刻 划 的 命题 K 和 R 的 内 涵 了 . 所 以 在 ML 中 之 CL 的 扩张 
区 域 中 ,运用 ~ p(x) 和 一 导 户 (z) 重新 刻 划 了 命题 K 和 R 之 内 涵 后 ，( 天 A R) 就 
不 可 能 再 是 (A A 一 4) 的 矛盾 式 了 . 所 以 我 们 在 上 文 经 由 一 (At> 盖 0) 和 一 (At 一 


0) 分 别 重新 刻 划 过 的 命题 伯 有 意义 ”与 “A 二 T” 之 内 涵 后 ,就 不 可 以 再 将 两 者 


的 合 取 式 ( 全 有 意义 & A 二 了) 误 认 为 是 (A 人 一 A) 的 矛盾 式 了 . 


在 这 里 ,我 们 借用 2. 5. 6 节 中 图 2.5, 加 上 (x 7) 和 箭头 所 示 , 直 观 示 意 上 文 所 论 如 
图 6. 9; 

当然 在 ML&MS 也 存在 着 男 一 类 满足 排 中 律 上 -A V 一 A 的 命题 D 和 EE ,在 ML 
之 CL 的 扩张 区 域 中 ,不 存在 或 找 不 到 相应 的 有 中 介 的 反对 对 立 面 
能 用 ~ A(zxz) 和 一 汪 A(z) 去 分 别 重 新 刻 划 命题 D 和 五 的 内 涵 , 从 而 这 类 命题 


6.9 ” 定 积 分 的 定义 及 其 计算 曲 边 梯形 面积 问题 


(*) 不 是 〈4A^ 一 4) 了 矛盾 式 (*) 是 (4 人 ^ 一 4 ) 矛盾 式 


图 6.9 


6.8.3 关于 At 的 [二 0] 和 [二 0] 处 理 在 CL 和 ML 中 的 逻辑 分 析 


在 这 里 ,At 与 6. 6. 2 节 中 Az 的 逻辑 分 析 类 似 , 故 可 参见 6. 6. 2 市 而 做 类 似 的 
逻辑 分 析 . 

近 现 代数 学 对 Zeno 悖 论 未 能 给 出 令 人 满意 的 逻辑 数学 解释 的 方法 . 原因 
在 于 : 

中 虽然 ZFC 兼容 poi 与 aci, 却 并 不 使 用 兼容 poi 与 aci 的 方法 分 析 处 理 问 题 . 

@ 完 全 不 知道 (poi,aci) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (p ,一 上) ,因此 不 知道 也 更 不 会 
使 用 上 poiV aci 去 分 析 处 理 问题 . 

作为 ZFC 推理 工具 的 二 值 逻辑 演算 中 ,不 存在 反应 “ 非 此 非 彼 ”的 逻辑 表达 
式 ~A 蜂 一 AV 一 刁 人 4. 

@ 极 限 论 中 对 于 变量 x 无 限 趋 近 于 极限 ze 的 关系 ,刻意 停留 在 x 和 ze 的 层面 
上 ,拒绝 讨论 zT ze 和 Zz 王 ze 的 情况 . 

对 于 变量 x 尚未 达到 其 极限 xz。 ,xz 永远 达 不 到 x。 ,zx 已 经 达到 x。 三 者 之 间 
的 区 别 和 联系 根本 不 清楚 ,也 刻意 不 想 弄 清楚 . 
| 6.9 定 积分 的 定义 及 其 计算 曲 边 梯形 面积 问题 

每 一 个 学 过 高 等 数学 或 微 积 分 的 人 ,都 很 熟 了 
悉 定 积分 定义 及 其 计算 曲 边 梯形 之 面积 的 问题 ， 
摘录 一 段 文献 [201 中 的 相关 内 容 , 也 算是 一 种 简 
要 的 回顾 . 摘录 内 容 如 下 :如 图 6. 10 所 示 , 设 
f(x) 是 定义 在 La, 6] 上 的 连续 晴 数 ,在 La, 5] 上 
取 nn 十 1 个 点 : 

A— oI pi 
RS 

将 它 分 为 n 个 小 区 间 ( 这 种 方法 以 DD 表 之 ): 
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| ro ,x1 |， | , > | ， “°° | zx 3 Xx. |， “ys [ xi ,zj 命 AX; | ,© 一 
max | Azi | ,习惯 上 , 称 6 为 分 法 DD 的 模 . 在 Lz ,zj 内 任 取 一 点 名 ,组 成 和 6 二 
匀 7(s)Cn 一 az 一 立 A(sDAk, 这 样 的 和 称 为 积分 和 . 显然, 若 令 

M; 二 f(x) 在 [xi ,XX; 上 的 最 大 值 ， 

mm; 二 f(x) 在 Lx;_1 ,Xi | 上 的 最 小 值 ， 

便 有 

mf(6 EM,, 
因而 
人 ,一 PmAri<o, EM, Azi 一 >"， 
在 理论 上 可 以 证 明 :只 要 f(x) 在 [a, 5] 上 是 连续 的 ,不 论 采 用 何 种 方式 划分 [a, 恕 ， 
当 6>0 时 ,S, 与 A, 都 有 有 限 的 极限 : 
ES. 一 和 ipA ,一 

而 且 S 王 A ,因而 这 时 候 不 问 Ee 为 区 间 [Lze- ,2 上 哪 一 点 ,都 有 S 二 Limo 一 A, 其 
公共 值 以 | *7(z)dz 表 之 ,并 称 其 为 /(z) 在 [a, 5J 上 的 定 积分 , 常 称 /(z) 为 被 积 


函数 ,a 为 积分 下 限 ,2 为 积分 上 限 ,[a, 5 为 积分 区 间 ,z 为 积分 变量 ( 详 见 文献 
[L201] 第 四 章 $ 40). 


如 所 知 ,Leibniz 最 早 使 用 积分 符号 | ,其 意 在 于 将 求 和 符号 S 拉 长 而 变 为 积 


分 符号 | ,为 之 | 仍 隐 涵 从 求 和 角度 计算 曲 边 梯形 面积 之 意 . 其 直观 思想 在 于 将 曲 
边 梯形 先 划分 为 矩形 条 ,被 划分 出 来 的 小 区 间 [zi-i, zi] 是 各 个 矩形 条 的 宽 ,而 
(xc 和 FCzi) 就 是 诸 矩形 条 的 长 ,进而 用 这 些 矩 形 条 面积 之 和 
A,= YmAr<o EMAr=S, 
去 逐步 逼近 曲 边 梯形 之 精确 面积 S, 因 之 当 矩 形 条 之 宽 还 是 Ar 之 0 时 , 则 A,<<S， 
仍 为 S 的 近似 值 ,只 有 当 5->0 时 , 才 有 如 下 极限 表达 式 
Bo 一 Hips =|/ (dr =— 5 


如 此 曲 边 梯形 之 精确 面积 S 二 | f(z)dz 就 计算 出 来 了 ， 


然而 我 们 却 要 以 兼容 poi 与 aci 的 分 析 方 法 重新 考量 如 上 的 计算 方法 . 问题 是 
当 变 量 0 一 max | Ax: | ( 即 矩形 条 的 宽度 ) 无 限 趋 近 于 其 极限 0 时 ,究竟 是 以 肯定 完 
成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 (940ASGT 0) ,还 是 以 否定 完成 式 ( 一 gone 一 广 going) 的 
潜 无 限 方式 (+ 0A6 王 0) 去 实现 的 . 


6. 10 含义 概述 与 简要 总 结 


如 果 6 以 aci 方式 趋向 它 的 极限 点 0, 则 因 6 必须 达到 0(86T 0 ) 而 知 所 有 和 矩形 
条 的 宽度 皆 为 0, 则 矩形 条 全 都 变 为 只 有 长 度 而 没有 宽度 的 直线 段 f(x) ,从 而 曲 


边 梯 形 之 面积 消失 ,也 就 是 | rz)dz = 0. 如 果 以 poi 方 式 趋向 它 的 极限 点 , 风 
因 6 永远 达 不 到 0( 8 干 0 ) 而 使 所 有 矩形 条 宽度 永远 是 Az; > 0 ,从 而 无 论 你 怎样 
取 极限 ,永远 只 有 曲 边 梯形 精确 面积 S 的 近似 值 . 也 就 是 只 能 有 | f(x)dz 二 S .在 


这 种 背景 下 ,将 无 法 计算 出 曲 边 梯形 面积 之 精确 值 | f(x)dz 一 S. 

对 于 6 二 max | Axs | 而 言 , 可 靠 相 容 的 二 值 逻 辑 演算 和 中 介 逻 辑 演算 都 不 可 
能 接受 8>>0 人 9 一 0 ,也 无 法 解读 这 类 p(x) 人 习 p(x) 或 p(x) A 一 p(x) 逻辑 予 
盾 式 . 但 在 中 介 逮 辑 系统 中 , 面 对 ( 六 0, 王 0) 这 个 有 中 介 的 反对 对 立 面 的 中 介 对 象 
不 仅 完 全 接受 ,而 且 在 系统 内 能 作出 科学 而 合理 的 解读 : 

~(6>0)&~(6=0). 

如 上 所 论 可 知 , 6 = 0 是 不 能 做 和 矩形 条 之 宽度 的 ,否则 会 导致 曲 边 梯形 之 面积 
消失 .但 是 6 二 0 也 不 能 做 矩形 条 之 宽度 ,否则 只 能 求 得 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 现 
在 让 我 们 在 中 介 思 维 模式 中 换 一 种 思维 方式 ,我 们 可 以 取 (6 二 0 ,6 二 0) 的 中 介 
对 象 一 (8 二 0) 忆 (=0) 作 为 矩形 条 的 宽度 ,于 是 我 们 有 : 

(1) 由 一 (8 二 0 ) 可 推出 8 不 是 等 于 0 的 量 ,既然 6 不 是 0, 这 说 明 5 可 以 作为 
和 矩形 条 的 宽度 ,也 不 会 使 得 曲 边 梯形 之 面积 消失 . 

(2) 由 一 68 一 0) 可 推出 8 不 是 大 于 0 的 量 , 既 然 6 不 大 于 0, 则 所 求 得 之 曲 边 
梯形 面积 就 不 会 是 近似 值 , 而 是 曲 边 梯形 的 精确 值 . 

尽管 如 上 所 论 这 (1) 与 (2) 不 是 什么 严格 的 逻辑 数学 证 明 ,只 能 是 一 种 素 朴 而 
直观 的 解读 . 但 这 应 该 是 一 种 直 指 事物 本 质 的 直觉 . 


与 简要 总 结 


总 体 来 说 ,在 人 类 智慧 的 知识 历史 进程 中 ,二 值 逻辑 的 思维 模式 是 永远 不 可 缺 
失 的 ,否则 任何 推理 判断 都 没有 了 确定 性 . 尽管 随 着 智能 科学 与 计算 机 科学 的 近 现 
代 发 展 ,各 种 多 值 逻辑 系统 相继 出 现 ,各 种 非 经 典 逻 辑 的 诞生 更 是 层出不穷 ,但 是 
众多 非 经 典 逻 辑 的 元 逻辑 工具 都 是 二 值 逻 辑 . 男 一 方面 ,由 6, 1 一 6. 9 节 所 作 的 分 
析 讨 论 也 表明 了 一 个 事实 ,在 人 类 智慧 的 知识 历史 进程 中 ,对 于 中 介 观 念 的 需求 性 
不 仅 淹 之 久远 ( 详 见 6.. 2. 1 节 ) ,同样 也 是 不 可 缺失 的 ,因为 精确 性 与 模糊 性 都 是 客 
观 存在 , 亦 即 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (了 ,一 P) 和 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 当 也 ) 都 是 客 
观 存 在 ,从 而 二 值 思维 与 中 介 思 维 必 须 并 存 , 理 应 同步 发 展 才 是 最 佳 模式 . 然而 真 
实 的 文化 发 展 史 , 特 别 是 逻辑 史 的 进程 与 发 展 , 却 远 非 如 此 . 
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附录 简 评 与 答复 “有 关 无 限 观 的 
三 个 问题 中 的 问题 


0 引言 与 主题 简 述 


文献 [212] 与 [213j] 对 文献 [127 jj 的 某 些 论述 提出 了 某 些 不 同 的 看 法 ,归纳 起 
来 ,就 下 述 3 个 问题 表达 了 他 们 的 不 同 认识 ,这 3 个 问题 是 : 

(1) 自 然 数 系统 相 容 与 否 的 问题 ; 

(2) 运 用 对 角 线 方法 证 明 不 可 数 集合 的 存在 是 否 有 效 的 问题 ; 

(3) 极 限 论 是 否 真正 解决 了 Berkeley 屠 论 问题 . 

这 也 就 是 文献 L213j] 的 题目 :“ 有 关 无 限 观 的 三 个 问题 ”. 

在 我 们 逐条 答复 与 港 清文 献 L212] 与 L213j 对 文献 L127j 所 提出 的 相关 质疑 之 
前 ,要 从 总 体 上 先 陈述 如 下 几 点 : 

文献 L212J 一 L213j 与 文献 [127j 的 出 发 点 或 立论 根据 有 很 大 的 差别 , 据 文 献 
L213] 之 摘要 中 所 述 : “本 篇 评述 立足 于 经 典 分 析 数 学 与 Cantor-Zermel-Halmos 素 
朴 集合 论 的 理论 基础 . > 亦 即 文献 L212j 与 L213j 的 出 发 点 是 古典 分 析 与 素 朴 集合 
论 ,不 妨 将 其 简 记 为 CZH. 而 文献 L127 就 全 书 内 容 而 言 ,其 出 发 点 和 立论 根据 却 
如 下 所 示 : 

OD 以 二 值 逻 辑 演 算 为 推理 工具 的 近代 公理 集合 论 ZFC 系统 , 简 记 为 ZFC. 

@ 数 学 无 穷 的 逻辑 基础 , 简 记 为 FOMLI. 

以 中 介 逻 辑 演算 为 推理 工具 的 中 介 公 理 集合 论 , 简 记 为 ML&MS. 

@ 以 修正 了 的 二 值 逻 辑 演算 ( 简 记 为 PIMS-Ca) 为 推理 工具 的 潜 无 限 弹 性 集合 
的 公理 集合 论 ( 简 记 为 PIMS-Se) 系 统 . 

@Euclid 几何 公理 系统 ( 简 记 为 EGS) 与 JJIo6adepcKii 首 几何 公理 系统 ( 简 记 为 
JIGS ). 

但 仅 就 文献 L[212j] 与 [213J 所 涉及 之 上 文 所 列 的 三 个 问题 而 言 , 亦 即 本 附录 所 
论 及 之 内 容 的 出 发 点 和 立论 根据 只 有 上 述 四 和 四 , 那 就 是 上 述 ZFC&FOMI. 下 文 
逐条 列 出 ZFC&FOMI 与 CZH 的 差别 和 联系 : 

(1)ZFC&FOMI 中 不 采用 概括 原则 ,但 主张 一 个 谓词 唯一 确定 一 个 集合 的 
原则 . 
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附录 简 评 与 答复 “有 关 无 限 观 的 三 人 问题 中 的 问题 
(1 )CZH 中 既 采 用 概括 原则 为 一 条 公理 ,同时 也 主张 一 个 谓词 唯一 确定 一 个 
集合 的 原则 . 
(2)FOMI 中 明确 给 出 了 基础 无 限 ( 简 记 为 eli) 、 潜 无 限 ( 简 记 为 poi) 与 实 无 限 
( 简 记 为 aci) 的 符号 化 了 的 描述 性 定义 如 下 : 
eli 一 du 一 fn A ‘(going), 
pol 一 ueli strengthen 十 ( 广 golng 一 一 gone), 
acl 一 dfeli transition T (gone). 
详 见 本 书 3. 2. 1 节 与 3. 2. 3 节 . 
(2 ) 历 史上 只 有 一 大 堆 关于 poi 与 aci 的 素 朴 描 述 ,CZH 中 当然 也 没有 定义 过 
poi 与 aci, 更 没有 从 poi 与 aci 中 分 离 出 第 三 种 无 限 eli, 特 别 是 对 going、f-going 一 
一 gone 和 gone 三 者 之 间 的 区 别 和 联系 更 是 模糊 不 清 . 
(3)FOMI 中 确认 (poi,aci) 在 ZFC 系统 内 外 都 是 元 中 介 的 矛盾 对 立 面 (A， 
一 A), 同 时 在 谓词 与 集合 的 层面 上 确认 poi 与 aci 均 为 谓词 ,( 详 见 本 书 6.4. 2 节 )， 
并 满足 排 中 律 上 poi V aci 和 无 矛盾 律 -Cpoi A aci)( 详 见 本 书 3. 2. 2 节 ). 
(3 ) 在 CZH 中 既 不 涉及 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 习 P) 和 无 中 介 的 了 矛盾 对 立 
面 (A, 一 A) ,更 没有 上 poi V aci 一 类 概念 ,直至 某 些 推理 中 混淆 poi 与 aci. 
(4) 在 FOMI 中 ,不 仅 明 确定 义 了 一 个 变量 x 无 限 趋向 其 极限 xo 的 poi 方式 
与 aci 方式 ,并 由 本 书 6. 4. 1 节 中 之 结论 (三 ) 如 下 : 
在 ZFC 与 ML&MS 框架 内 ,在 上 poi V aci 前 提 下 ,变量 z 无 限 趋向 其 极限 
Xo 的 poi 方式 与 aci 方式 ,同样 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P, 一 已 ), 即 (人 zo 和 人 并 二 
Zoo，7Zzf+zo AZzTzo ) 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P, 一 P) ,从 而 我 们 有 如 下 的 排 中 律 
( 详 见 本 书 6. 4. 1 节 ): 
FF- zzro 人工 下 roV rtro 人 AZTzo . 
(4 ) 在 CZH 中 ,非但 不 去 定义 什么 变量 zx 无 限 趋向 其 极限 x。 的 poi 方式 与 
aci 方式 ,而 且 永 远 停 留 在 zf+zo 的 层面 上 , 拒 不 考虑 x 下 ze 和 zTzo 一 类 概念 ,其 
至 对 于 变量 z 无 限 趋向 其 极限 ze 的 过 程 , 完 全 不 清楚 z 尚未 达到 ze (going) ,x 永 
远 达 不 到 zo ( 广 going 一 一 gone) ,以 及 Z 已 经 达到 z。 (gone) 三 者 之 间 的 区 别 和 联 
系 , 或 者 刻意 不 去 涉及 相关 内 容 . 
(5) 在 ZFC&FOMI 中 ,所 有 在 CZH 中 出 现 的 二 值 逻辑 悖 论 不 在 ZFC&FOMI 
中 出 现 , 当 然 也 未 能 在 理论 上 直接 证 明 ZFC 中 不 可 能 出 现 其 他 新 的 悖 论 ( 详 见 本 
书 1.4 节 ). 
(5 ) 在 CZH 中 ,特别 是 Cantor 的 素 朴 集合 论 中 ,由 于 使 用 概括 原则 为 公理 ， 
致使 出 现 了 诸多 自 相 矛盾 的 二 值 逻 辑 悖 论 . 
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附录 简 评 与 答复 "有 关 无 限 观 的 三 个 问题 中 的 问题 


上 1 文献 [212] 与 [213] 在 总 体 上 所 存在 的 3 个 问题 

第 一 个 问题 ;上 节 指 出 ,CZH 和 ZFC&FOMI 这 两 个 公理 系统 的 出 发 点 和 立 
论 根 据 有 重大 区 别 , 就 像 驳 氏 几 何 系统 与 罗氏 几何 系统 的 平行 公理 是 互相 矛盾 的 ， 
但 两 者 的 绝对 几何 系统 的 思想 规定 却 是 完全 一 致 的 ,但 罗氏 几何 中 有 一 条 定理 , 即 
三 角形 内 角 和 ( 简 记 为 > 人 A ) 小 于 180", 即 》 人 一 二 对 于 Euclid 来 讲 ,当然 对 
>》 和信 二 十 分 不 满 ,于 是 Euclid 就 在 欧 氏 几何 系统 内 论证 指出 ,罗氏 几何 证 明 
3》 ,人 二 x 这 条 定理 的 证 明 过 程 是 错 的 ,这 是 不 合乎 逻辑 推理 的 . 正确 的 逻辑 推理 ， 


Euclid 应 该 这 样 做 ,在 罗氏 几何 系统 内 ,指出 其 证 明 >》 信 二 x 这 条 定理 的 证 明 过 


程 中 ,有 一 步 推理 不 成 立 ,那么 JIo6auepck 诈 应 该 实事 求 是 认错 ,否则 认错 的 应 该 
是 Euclid. 在 这 里 ,让 我 们 类 比 地 指出 ,文献 [212] 与 [L213] 在 CZH 框架 下 论证 指 
出 ,在 ZFC&FOMI 框架 下 所 证 的 某 条 定理 的 证 明 过 程 是 错误 的 ,然而 正如 上 文 所 
论 ,CZH 与 ZFC&FOMI 两 个 系统 的 公理 或 思想 规定 有 着 重大 区 别 . 文献 [L212] 与 
L213] 合乎 逻辑 的 做 法 应 该 是 在 ZFC&FOMI 框架 内 ,明确 指出 某 条 定理 的 证 明 过 
程 中 有 哪 一 步 推 理 有 误 , 而 不 是 在 CZH 系统 中 去 论证 指出 某 条 定理 的 证 明 是 错 
的 . 否则 车 设 A 与 B 是 两 个 相关 而 又 不 同 的 公理 系统 ,如 果 总 是 在 A 系统 中 将 B 
系统 中 的 内 容 扯 过 来 扯 过 去 ,这 是 不 合 逻 辑 推理 规则 的 , 当然 ,我 们 并 不 反对 在 元 
理论 层面 上 ,讨论 和 评价 A 和 B 这 两 个 相关 而 又 不 同 的 公理 系统 , 究 竞 哪 一 个 系 
统 更 先进 或 更 合理 些 . 例如 ,学 术 界 普遍 认为 近代 公理 集合 论 ZFC 要 比 素 朴 集合 
论 CZH 更 合理 更 先进 ,事实 上 从 历史 发 展 的 角度 来 看 ,确实 是 CZH 中 之 集合 论 悖 
论 的 出 现 和 解除 ,导致 了 ZFC 的 诞生 和 发 展 . 

第 二 个 问题 ;如 果 我 们 在 某 公 理 系 统 A 的 框架 内 做 研究 或 论述 什么 问题 , 必 
须 严 格 按 照 A 系统 的 推理 规则 和 思想 规定 ( 即 公 理 ) 去 论述 ,不 允许 另 加 其 他 公 
理 , 否 则 就 成 了 被 修正 了 的 A 系统 了 . 尤其 不 能 另 加 一 条 与 A 系统 中 某 条 公理 相 
悖 的 公理 或 思想 规定 ,否则 就 将 A 变 成 了 一 个 自 相 矛盾 的 系统 了 . 现在 具体 针对 
CZH 系统 讨论 问题 ,大 家 知道 , 素 朴 集合 论 使 用 概括 原则 , 而 概括 原则 最 核心 的 思 
想 规定 就 是 一 个 谓词 唯一 决定 一 个 集合 , 亦 即 任 给 谓词 已 ,概括 原则 指出 必 有 

TE A<> 户 (Z). 
亦 即 凡是 属于 A 的 元 素 z 必定 具有 性 质 卫 ,而且 凡是 具有 性 质 P 的 对 象 x 必 为 A 
的 元 素 . 因此 集合 A 由 且 仅 由 全 体 具 有 性 质 P 的 对 象 构 成 ,这 就 是 一 个 谓词 唯一 
决定 一 个 集合 的 原则 . 大 家 知道 自然 数 是 一 个 谓词 , 记 为 n, 则 我 们 有 
n(xrEN. 

这 就 是 所 有 的 自然 数 都 是 自然 数 集合 N 的 元 素 ,而 且 N 中 的 任何 元 素 都 是 自然 
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附录 简 评 与 答复 "“ 有 关 无 限 观 的 三 个 问题 中 的 问题 

数 . 重复 地 说 ,所 有 的 自然 数 都 在 N={z | zz)) 中 ,又 N=tz | n(z)}) 中 除了 目 然 
数 之 外 ,什么 也 没有 . 

通常 用 符号 站 表示 “限制 ”, 即 下 二 a“ 限 制 ” 如 此 ,我 们 有 

N={x | nr)} A: {12,3 ,nS No =w, 

另外 ,数学 上 有 规定 ,所 有 的 自然 数 都 是 有 限 序数 , 即 Yntn EN 一 nn 二 w) ,如 此 
就 有 了 如 下 的 两 条 熟知 定理 : 

定理 A: 自 然 数 集合 六 = {x | n(xz)) 恰 由 ww 个 两 两 相 异 的 自然 数 构 成 . 

定理 B: 自然 数 集合 N = {zx | n(x)} 中 所 有 的 自然 数 都 是 有 限 序数 . 

若 将 上 述 定理 A 和 定理 B 合并 起 来 ,可 陈述 如 下 : 

定理 ;自然数 集合 N 二 {x | n(x)) 由 且 仪 由 ww 个 两 两 相 异 的 有 限 序数 组 成 . 

但 是 文献 L212]3. 6 市 中 指出 :“ 这 正如 本 章 3. 1 市 与 3. 4 节 中 所 分 析 过 的 , 任 
意 自然 数 与 w 之 间 恒 存在 一 个 元 素 不 可 明示 的 飞 牙 段 , 所 以 无 法 肯定 说 人 ( 指 自 
然 数 序列 4:(1,2,…n,…}) 与 N( 指 目 然 数 集合 N 二 {x | n(z)})) 中 恰好 有 w 个 两 
两 相 异 的 元 素 .” 

上 述 这 段 文字 恰 是 在 CZH 系统 中 田立 了 一 条 公理 ,而 且 该 公理 与 CZH 系统 
中 概括 原则 所 主张 的 “一 个 谓词 唯一 决定 一 个 集合 ”的 思想 规定 正好 相反 . 由 此 而 
将 CZH 修正 为 一 个 自 相 矛盾 的 系统 了 . 

而 且 在 文献 [L21212. 4 节 中 又 有 如 下 文字 :“ 于 是 上 述 简 例 说 明 两 点 事实 ; (1) 
(2. ) 中 的 ww 个 不 同 实 数 的 差 位 都 两 两 相 异 , (2) 存 在 实数 9 与 {0,} 中 个 不 同 实 
数 全 都 相 异 . ”此 处 {6} 指 的 是 : {9; ,0 ,0 ，…0，…} .于 是 将 出 现 如 下 所 示 之 
A 人 一 A 而 违背 无 了 矛盾 律 睹 一 (A 人 一 A): 

无 法 肯定 谨 是 w 个 (3.6)( 一 A) 


又 肯定 说 是 个 (2.4) (A) 
显然 {6} 之 是 码 全 体 就 是 代 ,2,3,…,n,…}), 从 而 
无 法 肯定 说 是 个 (3. 6) (一 A) 
| 
{1 ,2,3,. 7 
| 
又 肯定 说 是 个 (2. 4) (CA) 
总 之 ,文献 L212]3.6 中 说 :“ 无 法 肯定 说 4 与 N 中 恰好 有 个 两 两 相 异 个 元 素 . ”但 
同 在 文献 L212 之 2.4 中 又 说 :“4 与 N 中 恰好 有 w 个 两 两 相 异 个 元 素 . ”这 是 自 相 
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附录 ” 简 评 与 答复 “有 关 无 限 观 的 三 个 问题 "中 的 问题 
矛盾 的 论述 . 

第 三 个 问题 :大 家 知道 ,数学 第 二 次 危机 中 , 面 对 Berkeley 悖 论 , Newton 和 
Leibnig 曾 提出 过 种 种 解释 , 计 有 (a) 无 穷 小 量 h 说 ;(b) 终 极 比 说 ;(c) 极 限 说 ; (d)h 
正好 变 为 0 时 说 ( 详 见 文献 [L162 ]p27 一 p29 或 本 书 1. 3 节 ). 逻辑 学 界 对 上 述 (a)、 

(b) 、(c) 、(d) 等 说 法 均 予 以 否定 ,特别 是 著名 人 逻辑 学 家 英 绍 把 在 文献 [162](p29) 中 
指出 :以 上 种 种 说 法 ,都 不 能 令 人 满意 地 认为 已 经 解决 了 如 下 矛盾 : 


可 mon ulna 关 0 


(B) 为 要 求 得 落体 在 :一 to 时 刻 之 点 速度 是 gio, 又 必须 hh 二 0. 
文献 [212] 用 上 述 (b) “终极 比 说 ”和 (qd)“h 正好 变 为 0 时 说 ”作为 论据 ( 详 见 文 
献 [212]p24、p28 一 30 及 注 1 与 注 2) ,借以 说 明 Berkeley 悖 论 已 经 解决 ,但 应 指出 
这 违背 了 相关 论述 与 立论 根据 必须 立足 于 逻辑 数学 层面 这 一 基本 原则 ,所 以 其 存 
在 问题 . 


| 2 自然 数 系统 的 相 容 性 问 是 


2.1 自然 数 个 数 变 量 kc(n) 与 自然 数 数值 变量 nv(n) 截 然 不 同 


文献 L127 之 6. 8. 1 节 和 本 书 3. 9. 1 节 中 ,都 曾 引 进 了 “自然 数 的 个 数 ” 与 “ 自 
然 数 的 数值 ”这 两 个 概念 ,并 做 过 较为 仔细 说 明 . 

有 关 kcln) 和 nv(n) 之 内 涵 可 详 见 本 书 3. 9. 1 节 . 

大 家 知道 ,数学 有 构造 性 数学 和 非 构造 性 数学 之 分 , 设 S 表示 一 个 无 穷 论 域 ， 
那么 非 构造 性 数学 认为 能 将 S 的 全 部 元 素 ( 论 域 中 的 个 体 ) 逐 一 检验 完毕 ,这 就 是 
数学 演绎 推理 中 常 说 的 走 遍 或 遍历 无 穷 论 域 中 的 一 切 个 体 , 如 此 等 等 . 而 构造 性 数 
学 则 认为 ,即使 假设 有 那么 一 个 无 穷 论 域 S 存在 着 ,也 不 承认 能 对 S 的 一 切 个 体 全 
部 复查 完毕 ,因为 构造 性 数学 根本 不 接受 走 遍 无 穷 论 域 S 之 一 切 个 体 的 概念 ,就 像 
对 于 自然 数 序列 : 

1:(1,2,3，…， 1) 
而 言 , 如 果 我 们 在 1 内 部 去 做 一 个 作业 , 即 逐 个 逐个 地 去 数 自然 数 的 个 数 (kc(n))， 
则 有 如 下 重要 的 结论 : 

(x ) 非 构造 性 数学 认为 做 作业 者 能 将 4 序列 内 部 所 有 的 自然 数 全 部 数 完 或 者 
一 个 不 洗 地 全 部 数 一 壳 ,但 构造 性 数学 却 认 为 作业 者 可 以 一 个 一 个 地 无 止境 地 数 
下 去 , 决 不 承认 能 将 和 序列 内 部 的 自然 数 全 部 数 完 或 全 部 数 一 遍 . 在 此 还 应 指出 ， 
所 有 以 集合 论 为 理论 基础 的 近 现 代数 学 都 是 非 构造 性 数学 ,因而 无 论 是 文献 L212] 
与 [213j] 之 出 发 点 CZH ,还 是 文献 L127] 与 本 书 相 关内 容 的 出 发 点 ZFC&FOMI 都 
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是 非 构 造 性 数学 . 

现在 根据 上 述 重要 结论 (* ) ,就 在 非 构 造 性 数学 框架 内 ,对 自然 数 序列 4:{1， 
2,3,…,n，,"…}) 内 的 自然 数 进行 点 数 和 统计 ,如 果 我 们 点 了 100 个 自然 数 就 停 ,不 再 
点 下 去 , 则 用 上 文 引 和 之 kc(n) 概 念 及 其 表示 方法 ,就 有 了 kcln) (kcln) 二 100), 奉 
点 了 1000 个 自然 数 就 停 ,不 再 点 下 去 ,就 可 表示 为 3 kc(n) (kc(n) 二 1000),100 和 
1000 都 是 有 限 Lfinj ,为 之 ,我 们 统一 表达 为 3 kcC《n) (kcCn)|Lfinj]) ,我 们 也 可 在 4 
序列 中 , 先 将 全 部 偶数 点 完 就 停 下 来 ,不 再 点 奇数 , 当然 也 可 将 和 序列 中 全 部 目 然 
数 一 个 不 漏 地 点 完 . 由 于 我 们 有 如 下 和 定理: 

定理 A:4 序列 中 有 可 数 无 穷 多 个 目 然 数 . 

定理 B:4 序列 中 有 可 数 无 穷 多 个 偶数 ， 

定理 C:4 序列 中 有 可 数 无 穷 多 个 奇数 . 

定理 D:4 序列 中 有 可 数 无 穷 多 个 质数 . 
因此 我 们 有 如 下 表达 式 : 

Jj kcln) keln)[ inf |) 或 了 kecln) (kcln)[ 一 fin |). 

妨 一 方面 ,我 们 有 如 下 熟知 定理 ， 

定理 :4 序列 中 所 有 自然 数 都 是 有 限 序数 . 

所 以 ,从 目 然 数 之 数值 nv(n) 概念 看 ,上 述 定 理 指 的 是 ; Vn(n E 六 一 
rv《n) <<o) ,因此 ,我 们 又 有 如 下 表达 式 : 

一 村 nv(Cz)Cnv(Caz)Linf]) 或 一 nv(n) nvCn)[ 一 fin]). 

由 于 3 与 一 了 满足 排 中 律 上 了 V 一 了 而 互相 有 矛盾, 故 证 得 自然 数 个 数 变量 

kc(n) 与 自然 数 数值 变量 nv(n) 截 然 不 同 . 


2.2 相关 等 价 命题 与 自然 数 个 数 变 量 kc(n) 无 限 趋向 其 极限 w 的 肯定 完成 式 


文献 L127 ]6. 4. 1 和 本 书 3. 5. 1 节 中 都 曾 明 确 指 出 :车 令 @ 是 代表 某 种 数量 的 
符号 , 既 可 代表 有 穷 多 , 亦 可 代表 无 穷 多 ,更 具体 一 点 ,@ 既 可 代表 n, 亦 可 代表 oo 
或 w, 也 可 以 代表 种 种 超 限 势 ,有 如 No ，Ni ,N: ，……，N，，…… 甚 或 连续 统 势 ,在 此 
基础 上 ,我 们 再 引入 如 下 简 记 : 

Sk @ 二 a“ 理想 容器 S 中 存 凡 有 人 @ 个 对 象 ”. 

今 设 5 为 一 理想 容器 , 则 如 下 两 个 命题 是 等 价 的 : 

(o)S 中 存 贮 的 DD 原子 有 @ 个 ; 

(8)S 中 存 贮 的 D- 原 子 的 个 数 或 数量 已 经 达到 @ 个 . 

亦 即 我 们 有 :命题 Ca)iff 命题 (8). 

今 以 表示 D- 原 子 的 个 数 或 数量 无 限制 地 增多 并 无 限 趋 近 于 @ 变 量 , 则 由 如 
上 简 记 和 变量 趋向 极限 的 一 组 简 记 及 其 解读 方式 ( 详 见 本 书 3. 5. 1 节 或 L127] 


213 深 合 个 


附录 简 评 与 答复 “有 关 无 限 观 的 三 1 问题 中 的 问题 
6. 4. 1 节 ), 可 将 (a)iff(B8) 具 体 表 示 为 如 下 的 符号 表达 式 : 
SKE@iIf £4 @ andT @. ( 口 ) 
现在 我 们 用 集合 论语 言 并 针对 自然 数 集合 N 来 翻译 如 上 的 讨论 , 亦 即 理想 容 
器 S 对 应 自然 数 集合 N ,了 DD 原子 对 应 于 NN 的 元 素 ( 即 自然 数 ),@ 对 应 于 自然 数 集 
合 N 的 势 Ro, 又 在 NA: 全 No=w 之 下 ,可 用 w 取代 No, 如 此 , 亦 有 如 下 两 个 等 
价 命 题 : 
(a ) N 包含 的 自然 数 有 w 个 ; 
(8B) N 包含 的 自然 数 个 数 已 经 达到 ww 个 . 
亦 即 :命题 (a ) iff 命题 (8 ) . 
今 以 & 表示 自然 数 的 个 数 无 限 地 增多 并 无 限 趋 近 w 的 变量 ,并 引入 简 记 : 
XR'w = 二“ 自然数 集 合 N 包含 有 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 ” 
则 由 相关 简 记 可 将 “命题 (ec ) iff 命题 (8 ) ”, 具 体 表 示 为 如 下 的 符号 表达 式 : 
A wiff k fw Ak To. (Y) 
其 实 自然 数 变 量 n 形成 的 4 序列 ,自然数 的 数值 序列 AnvC(n) 和 自然数 个 数 序 
列 Akcln) ,在 非 构造 性 数学 框架 内 , 这 三 个 序列 不 仅 互 相 一 一 对 应 ,而且 都 是 完成 
了 的 实 无 限 可 数 序列 ,如 下 所 示 : 


A: {1， 2 ns), 
1 | | 

Akcn):{kc(n)=1, kc(n)=2,., kc(n)=n,*…) 
1 | + 


Anv(n):inv(n)=1,nvn)=2, ,nv(n)=n,)} 
但 是 并 不 能 由 此 认为 变量 nn、 变量 kc(n) 、 变 量 nv(z) 是 完全 相同 的 ,相反 地 (由 
上 文 所 论 可 知 ) 自然 数 个 数 变 量 kc(n) 与 自然 数 数值 变量 nv(n) 是 截然 不 同 的 . 其 
次 所 谓 kc(n) 达 到 ww( 即 kc(n)T w), 指 的 是 变量 kcln) 已 经 过 历 或 走 志 全体 自 然 
数 , 如 下 所 示 : 
A1:{1,2,3,.…,n,..) 


3 kcCn) (ken) [inf |) 

kc(n) 不 四 人 ken)T w 
Az :42， 4,.…,2n,..…, 1， 3,…,2n 才 1,…} 
C2 TR, en 


了 kcCn) ken)| inf |), 3 kcCn) keCn) [inf |) 

kc(n) wt kc(n)T ww ， kc(n) hw & ken) T w 
如 此 等 等 ,从 形象 到 内 涵 , 丝毫 无 损 自 然 数 系统 ,作为 自然 数 个 数 变量 kc(Cz) 必须 
达到 w( 即 KcCa)T o) ,以 及 在 ZFC&.FOMI 中 3kc(z)(kcCz)[inf]) 一 类 公式 都 是 顺 
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理 成 章 的 . 
然而 文献 L[212] 与 [213] 认 为 自然 数 个 数 ( 即 计数 ?变量 kc(n) 和 4 中 的 有 限 序 
数 n( 即 自然 数 数值 变量 nv(z) ) 是 完全 相同 的 ,界定 在 上 的 计数 变量 不 可 到 达 w. 
这 是 错误 的 ,因为 其 忽略 了 对 于 kcCn) 变 而 言 , 不 存在 V n(nEN 一 kc(n) 二 w) 这 
个 限制 的 实际 情况 ， 
现 将 文献 [212] 与 [213j 与 本 问题 相关 的 文字 摘录 如 下 ,以便 让 读者 分 析 对 比 
思考 . 
文献 L212]3. 6 节 中 指出 :文献 L127]j6. 4. 2 节 中 所 给 证 明 的 关键 是 引进 表示 
自然 数 个 数 的 计数 变量 & 和 对 无 穷 序列 : 
N= {1<w, 2<w, 3<w, ,Nw } 
之 中 不 断 的 增多 的 不 等 式 个 数 的 计数 变量 &. 显然 上 ,k 都 等 同 于 NN 中 的 有 序 变 
量 n.” 
下 面 来 分 析 文 献 L213] 对 文献 [L127j 中 定理 1 的“ 证明” 过程 . 
定理 1 证 明 中 的 关键 步骤 有 二 :一 是 将 4 序列 表示 成 由 w 个 两 两 相 异 不 等 式 
组 成 的 序列 : 
N= (1 <oy2<o3<o < ww 
二 是 引入 两 个 计数 变量 《与 & ,分 别 用 以 逐个 计数 N < 中 不 等 式 个 数 和 4 中 
自然 数 个 数 , (当然 与 的 增长 是 一 致 的 ) ,它们 都 趋向 于 w, 于 是 “证 明 ” 中 给 出 两 
个 论断 :一 是 由 “自然 数 集合 N 中 包含 有 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 ” 可 推 知 “(& 个 ww) 
A(& Tw) ”, 意 即 变量 & 不 仅 趋向 于 ww 而且 还 可 以 达到 w; 二 是 同样 因为 W< 计 
有 ww 个 两 两 相 异 的 不 等 式 …… 从 而 类 同 于 上 文 对 4 序列 的 讨论 , 亦 应 有 真 命 题 
“(kk 个 w) 人 (Tuw) ”这 就 得 到 了 变量 & 也 可 达到 w 的 结论 . 
显然 证明” 中 的 两 个 论断 都 是 不 对 的 ,因为 & 与 & 都 和 1) 中 的 有 限 序数 ” 同 
步 增 大 ,不 能 由 逐步 增 1 的 方式 抵达 没有 前 邻 的 超 限 序数 w. 所 以 奇异 定理 的 证 明 
是 无 效 的 ( 见 文献 L213 jp5) . 
文献 L212]、L213] 的 观点 有 两 点 :其 一 是 计数 变量 & 与 & 都 等 同 于 自然 数 ( 有 
限 序 数 ) 变 量 ”, 其 二 是 计数 变量 不 可 到 达 w. 
大 家 知道 ,基于 ZFC 的 数学 都 是 非 构造 性 数学 ,并 且 接 受 选择 公理 ,因此 在 任 
何 一 个 不 可 数 数 集合 中 , 可 由 选择 公理 选 出 一 个 可 数 集 , 今 设 S 为 一 个 不 可 数 集 
合 ,我们 要 在 S 中 选 出 w 个 元 素 , 并 规定 每 次 只 选 一 个 元 素 , 那 么 要 选 w 次 才能 选 
出 w 个 元 素 , 这 就 是 选 元 素 的 次 数 的 计数 变量 必须 达到 ow 的 含义 所 在 . 
前 文 已 经 明示 命题 (a ) 与 命题 (8 ) 是 互相 等 价 的 ,那么 下 述 两 个 命题 却 是 互 
相 和 夏 慎 的 , 即 
(a ) NN 包含 的 自然 数 有 ww 个; 
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(8) N 包含 的 自然 数 个 数 没 有 达到 w 个. 
亦 即 :命题 (a ) 与 命题 (8 ) 互相 矛盾 . 

我 们 还 可 用 图 文 语言 来 明示 计数 变量 与 & 必须 达到 w 这 个 概念 ,如 图 1 所 
示 有 两 个 理想 容器 N 和 和 六” ,现在 N 是 空 的 ,而 N 中 存 有 w 个 两 两 相 异 的 自然 
数 ,现在 我 们 要 从 N 中 将 自然 数 取 出 来 投放 到 N 中 去 ,但 规定 取出 自然 数 的 规则 
是 “每 次 只 能 取出 一 个 自然 数 ” ,那么 据 此 规则 一 共 要 取 多 少 次 才能 将 N 中 的 自然 
数 全 部 取 完 呢 ? 合乎 逻辑 的 回答 应 该 是 :必须 取 o 次 . ”因为 ,基于 ZFC 的 数学 是 
非 构 造 性 的 ,所 以 一 定 能 将 N 中 的 w 个 两 两 相 异 的 自然 数 全 部 取 完 . 这 就 是 取出 
自然 数 的 次 数 变量 y 必须 达到 w 的 含义 所 在 ,那么 在 NN 中 一 个 一 个 地 取 自 然 数 和 
在 4 序列 中 一 个 一 个 地 数目 然 数 的 个 数 有 什么 区 别 昵 ? 文献 [212j 与 [2134 的 观点 
错 在 没有 理解 如 下 两 点 :其 一 ,计数 变量 与 自然 数 变量 ”是 两 个 不 同 的 概念 ;其 二 
在 非 构造 性 数学 中 ,能 将 4 序列 中 的 自然 数 一 个 一 个 地 全 部 点 数 完 毕 , 因 此 计数 变 
量 & 与 A 必须 达到 w. 相关 问题 的 其 他 细节 ,在 文献 L[214] 中 均 有 说 明 , 有 兴趣 的 读 
者 ,不 妨 查阅 之 . 


图 1 
| 3 关于 Cantor-Hilbert 对 角 线 论证 方法 的 有 效 性 问题 


3.1 几 个 重要 前 提 或 结论 


大 家 知道 ,二 值 逻辑 演算 中 有 一 个 全 称 量词 Y ,解释 并 读 为 “每 一 ?或 “所 有 ?”， 
现 给 一 形式 符号 E ,其 名 称 为 枚 举 量词 ,解释 并 读 为 “每 一 ”, 不 允许 解读 为 “所 有 ”， 
又 规定 V 只 能 解读 为 “所 有 ”, 不 允许 解读 为 “每 一 ”按照 二 值 逻辑 演算 中 关于 V 
的 解读 约定 . 我 们 有 

Y =E. (人 A) 

另外 ,大 家 都 知道 如 下 两 条 熟知 定理 : 

定理 A: 全 体 自然 数 的 个 数 为 可 数 无 穷 多 , 即 N= 二 {z|z(z) ) (nCz) 一 dz 为 自 
然 数 ”) 中 共有 w 个 互 不 相同 的 元 素 . 

定理 B: 全 体 自然 数 都 是 有 限 序数 , 即 设 N= {x|nC7z)} , 则 Van E 太一 < 一 


w) . 
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其 实 上 述 定理 A 和 定理 B 合并 起 来 就 是 “存在 有 w 个 两 两 相 异 的 有 限 序数 ”， 
或 者 说 :… 存 在 有 w 个 数值 有 限 的 自然 数 .” 
在 文献 [127] 之 6.4.2 节 .6.5.2 节 .6.8.2 节 中 或 本 书 之 3. 5.2 节 、3. 6.2 市 、 
3. 9. 2 节 中 ,基于 上 述 定理 A 与 定理 B, 并 用 上 述 二 值 逻 辑 演算 中 的 (人 ) ,分 别 用 
三 种 不 同 的 方法 在 ZFC&FOMI 框架 内 证 明了 下 述 定理 ， 
定理 : 恰 由 全 体 自 然 数 构成 的 自然 数 集 N= 二 {zx|n(z)} 是 一 个 自 相 矛盾 的 
由 上 述 定理 直接 推 知 如 下 重要 结论 为 真 : 
结论 (一 ):“ 存 在 有 w 个 两 两 相 异 的 有 穷 序数 ”不 成 立 . 
下 文 讨论 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 的 对 立 关 系 , 亦 即 讨 论 一 下 ,poi 与 aci 究 
竟 是 有 中 介 的 反对 对 立 关系 ( 卫 , 习 P) ,还 是 无 中 介 的 乞 盾 对 立 关系 (也 ,一 己 ). 从 直 
观 上 说 ,由 于 aci 是 肯定 完成 式 (gone) ,而 潜 无 限 是 否定 完成 式 (" gone)，, 从 而 aci 
与 poi 应 该 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 关 系 , 但 对 我 们 来 说 ,更 重要 的 是 在 近 现 代数 学 系 
统 中 ,特别 是 在 二 值 逻 辑 演 算 框 架 下 ,poi 与 aci 是 什么 样 的 对 立 关 系 ? 对 此 我 们 已 
经 在 本 书 3. 2. 2 市 中 讨论 并 明确 指出 :由 于 二 值 逻 辑 与 近 现 代数 学 贯彻 无 中 介 原 
则 ,所 以 在 论 域 适 当 限 制 下 ,反对 对 立 (P, 习 P) 与 了 矛盾 对 立 (P, 一 PP) 视 为 同一 , 亦 
即 汪 P 三 一 了 ,这 就 是 说 ,在 二 值 逻辑 与 精确 性 经 典 数 学 框架 内 ,所 有 对 立 面 都 是 无 
中 介 的 矛盾 对 立 关系 ( 己 , 一 也) ,从 而 poi 与 aci 亦 无 例外 地 是 矛盾 对 立 关 系 , 此 外 ， 
在 二 值 逻 辑 演 算 中 ,有 反 证 律 
(一 ) 下 ,一 A 上 了 3 一 BT 上 人 A. 
由 此 开始 可 以 证 明 排 中 律 上 A V 一 A 和 无 矛盾 律 上 一 (A A 一 A) ,从 而 我 们 
有 如 下 重要 结论 : 
结论 (二 ) :在 以 二 值 逻辑 演算 为 推理 工具 的 近 现 代数 学 系统 中 ,我 们 有 
(1) 上 poi V aci; 
(2) 上 一 (poil A aci); 
(3)poi A acl. 
为 外 ,我 们 在 本 书 3. 3 节 中 已 讨论 并 指出 过 , 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 ,不 仅 
在 整体 上 兼容 潜 无 限 (poi) 和 实 无 限 (aci) ,就 其 涉及 无 穷 观 的 任何 子 系统 而 言 , 也 
都 是 兼容 两 种 无 穷 观 的 ,为 此 ,我 们 也 将 这 一 事实 以 重要 结论 的 形式 明确 列 出 
如 下 : 
结论 (三 ) :兼容 poi 与 aci 的 分 析 方 法 为 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 自身 所 固 
有 ,并 非 人 为 地 外 加 进去 的 思想 规定 ,这 为 我 们 在 近 现代 数学 及 其 理论 基础 中 贯彻 
和 使 用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 提供 了 合理 性 根据 . 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 人 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


3.2 证 明 R={x|r(x)}(r(x) 二 a"x 为 一 实数 ”) 为 不 可 数 无 穷 集合 之 简要 回顾 


在 经 典 集合 论 中 ,运用 对 角 线 方法 去 证 明 实数 集合 R 的 势 尺 为 不 可 数 的 过 程 
如 下 : 今 反 设 (0,1) 区 间 中 的 所 有 实数 构成 的 集 R 具有 可 数 势 w (N= 二 {zx|n(zx)} 下 
A:{1,2,°" ,7 , }— No 0w ), 从 而 可 用 自然 数 给 下 的 元 素 编 号 , 亦 即 RK 与 N 可 建 


立 一 一 对 应 关系 ,如 图 2 所 示 : 


MN R 
my ~ 
1 0 = 0.p Pl Pn Pi 
2 0, = 0.P2 P» Pa Py 
3 0, = 0.P bP Pa "PB, 
n 0 = 0.p, Pn Dna … 


现 构造 一 个 实数 : 
一 0., pi pz p3***: pr***. 

其 中 p; == pi; 十 1, 当 pi 二 9 时 , 取 pi 二 0, 在 这 里 9€ (0,1) , 即 69 为 一 实数 
是 显然 的 , 另 一 方面 ,9 却 与 R 中 任 一 元 0。 相 异 ,因为 9 与 09, 有 一 个 有 穷 差 位 m, 即 
pm 关 pm ;既然 E90,(0, E R 一 9 关 0) 由 VY = 二 EE ,再 用 等 值 替换 公理 ,就 有 
Yon(0, ER 一 0 天 加 ) ,因此 20 人民 . 可 见 尺 没有 包括 (0,1) 中 之 全 体 实数 ,矛盾 . 
这 说 明 反 设 (0,1) 中 全 体 实数 所 构成 的 集 R 之 势 民 为 可 数 势 一 事 不 成 立 , 从 而 
R=={z|x € (0,1) ArGz)) 之 势 民 不 可 数 . 


3.3 对 角 线 方法 中 的 “每 一 (E ) 与 “所 有 ”( VY ) 


在 文献 [127] 之 6. 6 节 或 本 书 3. 7. 3 节 中 以 对 角 线 方法 往 证 实数 集 RR 之 势 民 
不 可 数 之 过 程 为 例 , 论 证 指出 二 值 逻辑 演算 中 关于 全 称 量 词 V 之 解读 约定 有 其 历 
史 局 限 性 ,具体 如 下 文 所 示 . 
经 典 集合 论 中 有 所 谓 “ 相 异 实 数 有 穷 差 位 判别 原则 ”, 即 设 有 二 实数 : 
8 -一 0, pi ps ps pr" ， 
8 一 0. pip' sp 3 p a. 
如 果 0 关 9 , 则 必须 3mlm 二 w A pa 关 2 %) ,反之 亦 然 , 亦 即 应 有 
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G0 mm wh pnp mn). 

试看 上 文 3. 2 节 中 运用 对 角 线 方法 往 证 (0,1) 中 全 体 实 数 所 构成 之 集 RR 具有 

不 可 数 势 的 过 程 ,判定 那个 构造 出 来 的 实数 
一 0. pipz ps... pr... 
与 所 设 可 数 无 穷 集合 R= 二 10 ,多 ,0 ，… ,0,，,"…) 中 任 一 实数 8. 二 0. pa papa"*pa** 
为 相 异 实数 时 ,所 用 之 有 穷 差 位 正好 是 第 i 位 , 即 p; 关 pi , 亦 即 
OKA01{ dili<w A p; A pi). 

现任 选 R 中 两 个 实数 9; 与 90; ,只 要 i 关 j, 那 么 “判定 9 与 9; 相 异 时 所 用 的 差 位 
位 数 i” 就 不 等 于 “判定 9 与 9; 相 蜡 时 所 用 的 差 位 位 数 }”, 从 而 就 有 如 下 结论 : 

用 以 判定 实数 9 与 R 中 之 实数 相 异 时 所 用 的 各 个 有 穷 差 位 是 两 两 相 异 的 . 
亦 就 是 

0; 关 0 if 差 位 i(0 关 0 ,pi 闫 pi) 关 差 位 7(0 关 ,Pp; 闫 Py). (x*) 

由 于 所 设 实数 集合 R= {01,8 0 0) 中 有 ww 个 实数 ,从 而 所 谓 判定 实 
数 0 一 0. pipzps3... pr... 与 中 所 有 实数 相 异 ,就 是 要 判定 9 与 R 中 之 w 个 实数 
全 都 相 异 ,那么 根据 上 述 结论 (x ) 可 知 ,必须 要 有 ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 才能 判 
定 0 与 R 中 之 w 个 实数 全 都 相 异 ,这 就 是 说 ,在 有 穷 差 位 判别 原则 前 提 下 ,运用 上 
述 对 角 线 方法 往 证 (0,1) 中 全 体 实 数 所 构成 之 集 R 具有 不 可 数 势 的 过 程 中 ,应 有 如 
下 结论 : 

判定 实数 9 与 所 设 可 数 实数 集 R 中 之 w 个 实数 全 部 相 异 ”iff“ 存 在 有 w 个 两 两 
相 异 的 有 穷 差 位 . (xx ) 

根据 上 文 3. 1 节 中 之 重要 结论 (一 六 存在 有 w 个 两 两 相 异 的 有 穷 序 数 ” 不 成 
立 , 同 样 可 以 有 结论 : 存在 有 w 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ”不 成 立 . 既然 如 此 ,由 上 述 
结论 (xx ) 有 可知, “判定 实数 9 与 所 设 可 数 集 R 中 之 w 个 实数 全 部 相 异 ”也 不 成 立 . 
这 表明 在 有 穷 差 位 判别 原则 前 提 下 , 所 用 对 角 线 方法 证 明 实 数 集 R = 
{Z|rCzx)} 有 不 可 数 势 的 证 明 过 程 是 无 效 的 . 

男 一 方面 ,我 们 虽然 有 

E 0(0; € KR)—> jili<w A pp; pi), 
然而 
V0.(0 € R)— ji(i < w A p; A pi) 

却 不 成 立 , 仅 此 一 例 就 是 以 说 明 上 文 3. 1 节 中 之 (A) 并 没有 普遍 性 ,从 而 二 值 逻 辑 
演算 中 关于 全 称 量词 V 之 解读 约定 有 其 局 限 性 . 


3.4 ”对 角 线 论证 方法 的 不 科学 性 与 不 相 容 性 
文献 L212 之 2. 4 节 中 关于 对 角 线 论证 方法 的 核心 结论 是 :Cantor-Hilbert 对 
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角 线 方 法 是 以 贯彻 “ 实 无 限 观 ”为 原则 的 ,判定 实数 相 异 性 的 小 数 差 位 序号 n 可 以 
走 遍 一 切 自 然 数 ,所 以 Cantor 对 角 线 论证 方法 是 对 的 ,不 存在 逻辑 推理 上 的 矛盾 . 
而 文献 [127 之 6. 6 节 在 兼容 两 种 无 穷 观 之 分 析 方 法 的 前 提 下 ,论证 得 出 与 上 述 核 
心 结 论 相 反 的 结论 . 

在 这 里 ,我 们 将 在 逻辑 数学 层面 上 论证 指出 ,对 角 线 方法 是 无 效 的 和 上 自 相 矛盾 
的 ,然后 逐条 评说 文献 L[212] 之 2. 4 节 中 之 相关 论点 . 本 书 6. 4. 2 市 指出 : 

aci 与 poi 均 为 逻辑 演算 中 的 谓词 . (%) 

另外 ,无 论 是 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 习 了) ,还 是 无 中 介 的 矛盾 对 立 面 (P， 
一 P), 有 如 P(xz) 位 P(z) 或 p(x) 人 一 p(x) 一 类 表达 式 ,在 任何 可 靠 相 容 的 逻辑 
系统 中 都 无 法 解读 且 不 予 接受 , 即 在 中 介 逻 辑 演算 系统 中 也 只 有 一 P(x) & ~ 
习 P(z)) , 决 不 会 出 现 P(z) A 于 Pz) 或 p(xz) 人 一 p(x) .因此 , 若 在 某 个 逻辑 系 
统 c 中 ,有 对 象 工 满足 P(z) 人 人 习 P(x) 或 p(x) 人 一 p(x) , 则 要 么 该 逻辑 系统 a 不 
是 可 靠 相 容 的 ,要 人 么 该 对 象 xz 是 自 相 矛盾 的 . 亦 即 可 有 如 下 结论 : 

在 一 个 可 苇 相 容 的 逻辑 系统 中 ,各 有 对 象 工 满足 P(z) 和信 习 P(z) 或 p(xr) 人 一 
P(x) , 则 该 对 象 z 必 为 一 个 自 相 矛盾 的 矛盾 体 . (xx ) 

现 根据 (* ) 和 (xx ) 讨 论 对 角 线 论证 方法 问题 ,也 就 是 本 附录 3. 2 节 中 所 示 ， 
那个 构造 出 来 的 实数 

0 = 0. pipz ps" pn”: 
是 如 何 通过 对 角 线 论证 方法 去 判定 9 与 所 设 之 可 数 实数 集 
R= {0 ;02 ,03 ,0, ,. } 

中 所 有 实数 全 相 异 的 ,其 实 对 角 线 方法 的 核心 是 两 个 概念 ;其 一 是 “ 差 位 位 数 ”, 指 
的 是 判定 实数 9 与 R 中 某 个 实数 9; 相 异 时 所 用 的 差 位 是 第 几 位 ,例如 判定 9 与 0， 
相 蜡 时 所 用 的 差 位 是 第 3 位 小 数 相 异 ( ps 关 pas ) ,判定 0 与 0 相 异 时 所 用 的 差 位 
是 第 12 位 小 数 不 同 ( poz, 关 pazwoz, ) 等 等 ;其 二 是 “ 差 位 序号 ”, 指 的 是 判定 实数 0 
与 信 中 某 个 90; 相 异 时 ,在 尺 中 按 目 然 数 编号 ,并 按 目 然 数 由 小 到 大 之 自然 顺序 排 
列 后 ,该 4 排 在 第 几 个 , 即 其 差 位 序号 是 多 少 ? 因此 我 们 用 实数 9 之 各 位 小 数 之 足 
码 来 表示 “ 差 位 位 数 ”, 并 简 记 为 nv (i 二 1,2,3,…,n,…), 又 用 RR 中 诸 实 数 之 足 
码 来 表示 “ 差 位 序号 ”, 并 简 记 为 kcC2D) (i 二 1,2,3,*…,n,…). 

现 用 数学 归纳 法 证 明 V nv(i) (nv(i) 一 kc(72)). 

疯 基 :由 于 我 们 在 对 角 线 论证 法 中 ,以 pi 关 pu 来 判定 0 与 0 相 异 , 故 有 
nv(l1)=kc(1). 

归纳 : 设 nv(m) 一 kc(m) 成 立 ， 由 于 我 们 是 用 Pantl) 天 PimtD) cmt) 判定 0 与 
0 相 异 , 故 有 nv 人 m 十 1) 二 kcCm 十 1). 

由 上 述 葛 基 与 归纳 知 有 
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结论 : Ynvn) (nv(n) 一 kc(n)). 
由 于 我 们 有 Ynvn) (nv(n) = keln)). 我 们 就 用 实数 
9 = 0. pip2 ps pn": 
之 足 码 (i 一 1,2,3,…,n，,…) 既 表示 “ 差 位 位 数 ”(nv(n)) ,同时 又 表示 “ 差 位 序号 ” 
(kcln)). 由 于 判定 实数 9 与 RR 中 所 有 实数 组 相 异 的 过 程 中 ,用 的 是 对 角 线 论证 方 
法 ,不 妨 将 0 记 为 
D0 = 0. 力 访 旋 力 ee， 
其 中 DD 是 “对 角 线 论证 法 ”的 简 记 . 
现 立足 于 D9 的 kc(n)，, 亦 即将 D9 之 所 有 小 数 之 足 码 视 为 “ 差 位 序号 ”, 则 因 
尺 中 有 w 个 两 两 相 异 的 实数 ,其 差 位 序号 kcCn) 不 仅 可 以 无 限 增多 ,而 且 必 将 多 达 
w, 无疑 是 肯定 完成 式 (gone) ,也 就 是 文献 L212 之 2.4 节 主 要 论点 中 所 述 :“ 此 例 表 
明 差 位 序号 遍历 全 体 自然 数 ”( 见 文献 L212]P21).“ 正 因为 判定 实数 相 异 性 的 小 数 
差 位 序号 确实 可 以 走 遍 一 切 自然 数 ”( 见 文献 L212 ]P21), 这 表明 D9 满足 谓词 aci， 
亦 即 我 们 有 
aci(D DO ). (1') 
另 一 方面 ,我 们 再 立足 D9 的 nv(n) , 亦 即 将 D9 之 所 有 小 数 之 足 码 视 为 “ 差 位 
位 数 ”, 则 因 判 定 两 个 实数 相 异 的 有 穷 差 位 判别 法 规定 其 差 位 的 位 数 必 为 有 穷 , 正 
如 文献 L212j 之 2.4 节 中 之 如 下 文字 所 述 “ 所 谓 “ 有 穷 差 位 :判别 相 蜡 性 的 准则 是 : 
按 一 意 性 小 数 展 式 表示 的 两 个 实数 (不 妨 假定 是 十 进 制 小 数 ) : 
站 一 0, pi p2 pa 力 ， 
yy 二 0., qi1q9293""*qn"**， 
其 中 pi,g; 均 为 0,1,2,…,9 中 的 数字 , 则 zx 与 y 相 异 的 必要 充分 条 件 是 ,存在 一 个 
有 限 的 差 位 序号 n 使 得 p, 关 gq, ,这 里 的 n 就 是 有 穷 差 位 序号 .”( 以 上 文字 摘录 于 
文献 L212 之 2. 4, 其 文字 中 之 不 受 之 处 在 于 将 “ 差 位 序号 ”与 “ 差 位 位 数 ” 两 个 概念 
混 消 不 清 ,但 差 位 位 数 必须 有 穷 这 一 点 是 明确 的 . ) 这 表明 : 
VYnv(Gz) (nv(n) < ow) ， 
或 者 说 Vi(i 是 判定 二 实数 相 异 的 差 位 位 数 一 i 二 w). 这 表明 立足 D8 的 nv(Cz) , 即 
将 D9 之 所 有 小 数 之 足 码 视 为 “ 差 位 位 数 ” 时 ,虽然 nv(n) 可 以 无 限 增 大 ,无 限 趋 近 
于 w, 却 永远 达 不 到 w. 这 是 否定 完成 式 (二 gone) 的 潜 无 限 , 从 而 D9 应 满足 谓词 
poi, 尔 即 我 们 有 
poi(D 0). (2 ) 
由 (1 2 和 (2 ) 而 有 
aci( 有 DO A poi(DO). (8) 
由 本 文 1. 5 节 之 结论 (二 ) 和 二 值 逻 辑 演 算 之 可 靠 相 容 性 而 知 上 述 ( 68) 必然 不 
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能 成 立 ( 同 时 请 参阅 本 附录 3. 1 节 中 之 重要 结论 (二 )) ,这 表明 在 “判定 相 异 实数 有 
穷 差 位 判别 原则 前 题 下 ,运用 对 角 线 论证 方法 往 证 实数 9 与 R 中 所 有 实数 竺 相 异 
的 证 明 过 程 自 相 了 矛盾 ,再 由 文献 [127] 之 6. 6 节 ( 详 见 本 附录 3. 3 市) 中 所 论 : 

“判定 实数 0 与 尺 所 设 可 数 实 数 集 R 中 之 w 个 实数 全 部 相 异 ”iff“ 存 在 有 ww 个 
两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ”. (x %*) 

由 本 附录 3. 1 节 之 重要 结论 (一 ) 可 推 知 ;“ 存 在 有 ww 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ” 
不 成 立 . 最 后 还 应 指出 ,根据 本 附录 3. 1 节 中 之 结论 (三 ) 可 知 , 在 近 现 代数 学 系统 
内 ,运用 兼容 两 种 无 穷 观 的 方法 处 理 问题 是 有 其 合理 性 根据 的 . 

注 关于 本 小 节 中 所 论 及 之 概念 差 位 序号 kc(i) 和 差 位 位 数 nv(n) 概 念 的 引 
进 和 使 用 ,请 仔细 参阅 本 附录 2. 1 节 、2. 2 节 对 kc(n) 和 nv《n) 概 念 的 引进 和 使 用 . 
在 这 里 不 再 详 文 论述 了 . 

文献 [212]2. 4 节 讨论 “Cantor 对 角 线 方法 的 本 质 ”, 现 将 其 主要 论点 归纳 罗列 
并 逐条 质疑 如 下 : 

下 文中 的 (1 ) (2 ) 依 次 是 针对 文献 [L212j 论 点 (1)、(2) 所 作 的 简 评 . 


(1) 试 取 半 开 区 间 [0, 志 ) 中 的 一 个 可 数 无 限 数列 : 
0 = 0,0 = 0.3,0 一 0.33，…0. 一 0.333…3 (会 7 一 1 个 3),…. 
易 见 0 过 过 9 过 …, Limb, 一 0 一 广 一 0.333…, 且 的 过 0bn € 下), 此 例 表明 


差 位 序号 遍历 全 体 自然 数 ,各 差 位 数字 都 是 3. 

上 述 简 例 说 明 两 点 事实 :(1) (6, } 中 的 ww 个 不 同 实数 全 都 相 异 ;(2) 存 在 实数 4 
与 {0, } 中 的 w 个 不 同 实 数 全 部 相 异 . 

上 例 局 示人 们 , 正 因 为 判定 实数 相 异 性 的 小 数 差 位 序号 n 确实 可 以 走 遍 一 切 
目 然 数 ,所 以 Cantor 对 角 线 论证 方法 是 对 的 . 

(1 ) 所 举 实例 不 能 说 明 任何 问题 ,这 样 的 例子 可 以 举 出 很 多 ,特别 是 由 “判定 
实数 相 异 性 的 小 数 差 位 序号 n 确实 可 以 走 遍 一 切 自 然 数 ”这 个 前 提 , 根 本 推 不 出 
“Cantor 对 角 线 论证 法 是 对 的 ”这 个 结论 ,两 者 之 间 不 存在 任何 推理 关系 ,从 所 说 的 
这 个 前 提 只 能 推出 “在 对 角 线 方法 思维 方式 下 的 那个 构造 出 来 的 实数 

D0 = 0. pi pz pa pe 
具有 实 无 限 性 ”, 即 有 aci (D9 ), 并 由 此 而 与 有 穷 差 位 判别 原则 ”导致 予 盾 , 详 见 本 
之 48). 总 之 ,无 论 举 出 多 少 个 实例 ,都 无 法 解决 对 角 线 论证 方法 所 存在 之 肯定 
完成 式 (gone) 与 否定 完成 式 ( 一 gone) 的 矛盾 , 亦 即 解释 不 了 w 个 差 位 序号 kc(Cz) 的 
实 无 限 性 与 差 位 位 数 nv(n) 必 须 有 限 的 潜 无 限 性 之 间 的 不 相 容 性 . 
(2) 正 因为 Cantor 对 角 线 证 明 方法 是 以 贯彻 “ 实 无 限 观 ? 为 原则 的 , 故 并 不 存 


附录 简 评 与 答复 有 关 无 限 观 的 三 个 问题 中 的 问题 _ 
在 逻辑 推理 上 的 矛盾 . 
(2 由 Cantor 对 角 线 方法 是 贯彻 “ 实 无 限 观 为 原则 ”这 个 前 题 ,同样 推 不 出 
“不 存在 逻辑 推理 上 的 矛盾 ”这 个 结论 . 相反 由 于 Cantor 对 角 线 论证 方法 同时 还 要 
遵守 “有 穷 差 位 判别 原则 ”, 以 致 又 在 贯彻 < 潜 无 限 观 ? 原 则 时 而 自 相 矛盾 . 


3.5 反 证 律 (一 ) 与 归 续 律 (-+ ) 


在 逻辑 演算 中 的 反 证 律 指 的 是 
(下 ) 卫 ,一 A +B,—B=>T HAA, 
这 在 演绎 推理 中 就 是 指 的 反 证 法 ,又 在 逻辑 演算 中 的 归 缪 律 指 的 是 
(—)TI, AHB, -B=TH -A, 

这 在 演绎 推理 中 就 是 指 的 是 归 织 法 . 

在 逻辑 演算 之 卓然 推理 系统 中 ,( 盖 ) 与 (一 ) 有 很 大 的 区 别 , (一 ) 在 自然 推理 系 
统 中 是 一 条 人 逻辑 公理 ,进而 在 系统 内 (一 ) 是 一 条 可 证 明 的 定理 ,但 若 在 自然 推理 
系统 中 将 (一 ) 这 条 公理 去 掉 , 而 代 之 以 (下 ) 作 为 公理 加 进去 , 则 在 这 种 系统 中 是 
不 可 能 将 (一 ) 作 为 定理 来 证 明 的 ,所 以 (一 ) 与 (下 ) 有 重大 区 别 , 特 别 是 直 党 主义 
者 ,接受 (一 ) 而 拒绝 接受 (一 ) ,因为 (一 ) 是 证 明 某 物 的 存在 ,从 而 必须 可 构造 ,而 
(一 ) 反 设 A 导致 矛盾 而 推出 A 的 存在 是 非 构造 性 证 明 方 法 ,所 以 不 接受 .但 (一 ) 
是 证 明 某 物 的 不 存在 ,既然 反 设 某 物 的 存在 (A) 要 导致 矛盾 ,那么 导致 某 物 不 存在 
(中 A) 的 结论 也 是 可 接受 的 ,因为 直觉 主义 的 口号 只 是 “存在 必须 可 构造 ”, 但 没有 
提出 “不 存在 也 要 可 构造 ”的 思想 规定 . 

对 角 线 方法 是 要 证 明 不 可 数 无 穷 集合 的 存在 ,所 以 准确 的 说 法 是 用 反 证 法 , 文 
献 L212 ] 之 2. 4 中 将 反 证 法 改 为 归 缪 法 之 说 是 不 受 的 . 


|4 在 ZFC&FOMI 系统 中 如 何 认识 Berkeley 悖 论 
如 所 知 , 当 代 极限 论 最 终 由 下 述 极限 表达 式 解决 问题 ， 


= Lim(gto + +gAt) 
Ar-=0 2 
一 gto 十 方 8 LimAt 
AL-*0 
一 gto 十 0 
一 gto. (x) 


当年 在 数学 第 二 次 危机 中 ,如 图 3 所 示 , Berkeley 悖 论 是 这 样 表述 的 ( 详 见 文 
献 L12746. 7. 1 节 ):“ 在 同一 个 问题 的 求解 过 程 中 的 同一 个 量 h, 何 以 能 既 不 等 于 
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图 3 图 4 


实际 上 Berkeley 悖 论 指 的 是 产 >0 人 天 一 0 在 任何 可 靠 相 容 的 逻辑 系统 中 , 既 
不 能 接受 也 无 法 解读 . 

现在 让 我 们 在 本 附录 0 节 中 关于 ZFC&FOMI 与 CZF 之 差别 与 联系 的 (3) 与 
(4) 及 本 书 6. 4. 1 节 中 结论 (一 ) 上 poi V aci 和 结论 (二 ) FFzTzoV zz 二 rzo 的 前 提 
下 ,重新 审视 上 述 极限 表达 式 (* )， 如 图 3 和 图 4 所 示 , 当 AS >0 A At >0 时 , 则 
为 自由 落体 在 i 关 时 的 平均 速度 ,可 记 为 : V| :0 一 =V| lw | >0 一 二 V|w>o .我 们 可 
将 自由 落体 在 to 时 刻 之 点 速度 记 为 :V| -=Vli1=o 一 V|w-。 .又 由 上 文 极限 
过 程 (x ) 知 道 自由 落体 在 时 刻 之 点 速度 : 


Vl — Lim 舍 = gio. 
亦 即 gt 是 AS 与 At 之 比 在 AS 与 At 无 限 趋 近 于 0 时 的 极限 ,让 我 们 将 该 极限 表 
达 式 简 记 为 宝 , 亦 即 ， 


dS _ 1: A AS 
Vin = Lm (V) 


那么 我 们 要 问 , 在 (V) 中 , AS 与 Ai 究竟 是 按 否 定 完成 式 (一 gone) 的 潜 无 限 
方式 (AS+40 人 AS 王 0, Atf+ 0 A At 王 0), 还 是 按 肯 定 完 成 式 (gone) 的 实 无 限 方式 
(ASf+0AAST0O,A+0OAAT0) 无 限 趋向 其 极限 0? 

如 果 是 按 ASf+0 AAS 二 0 和 Arf+0AA 下 0 这 种 潜 无 限 方式 无 限 趋向 其 极 
限 点 0, 那 么 AS 与 At ie 0, 从 而 我 们 有 


AS( > 0) 
名 永远 是 Ai(> 0) (1) 


如 果 是 按 AS40 人 AsT 0 和 At 个 0 AA 了 0 这 种 实 无 限 方式 无 限 趋向 其 极 
限 点 0 的 ,那么 ASs 与 Ai 0， 的 


-二 之 将 走向 无 意义 的 - 一 (2) 
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"+ 


由 (了 ) 知 , 一 - 宁 永远 是 平均 速度 , 亦 妈 


dS 
dt 


因为 平均 速度 不 等 于 如 时 刻 的 点 速度 , 故 5 下 = 过 gy。 亦 即 


dS 
dt 


=V|,z, = V| [ew 120—= V | wo , 


= Vie | Ee | 一 了 | ru1-o 一 |w-。 一 80o， 


由 (2) 知 宇 走向 无 意义 的 号 ,同样 宁 天 gt。 ,这 表明 无 论 用 poi 方式 还 是 用 
aci 方式 都 无 法 求 得 上 文 极限 过 程 ( x ) 的 下 述 结论 : 


一 glo， 


亦 即 无 论 用 poi 方式 还 是 用 aci 方 式 都 说 不 通 . 

如 所 知 ,在 ZFC 框架 下 的 二 值 逻 辑 演 算是 可 靠 相 容 的 系统 ,从 而 无 法 接受 
d >0Ad=0 与 内 >0A 人 4 一 0, 同 时 在 系统 内 也 无 法 解读 . 

自从 微 积分 诞生 到 极限 论 的 建立 和 发 展 ,普遍 认为 已 经 给 出 了 Berekeley 悖 论 
的 解释 方法 . 但 由 上 文 所 论 , 极 限 论 并 没有 自圆其说 . 


1s 结束语 


二 值 逻 辑 演算 与 中 介 逻 辑 演算 都 是 相 容 可 靠 的 系统 ,因此 都 不 可 能 接受 p(x) 人 
plr), p(x) 人 一 bz)，Zz>0AZz= 一 0 直至 poi(z) A aci(x)( 即 一 gone(x) 人 
Eo ) 一 类 命题 ,在 系统 内 也 无 法 解读 , 但 作为 有 中 介 的 反对 对 立 面 (P, 习 了) 而 

言 ,中 介 逮 辑 接受 
~ p(x) &~3 plr) 
这 样 的 中 介 对 象 x, 在 系统 内 可 作出 科学 而 合理 的 解读 . 本 书 6. 10 曾 指 出 :在 人 类 
智慧 的 知识 历史 进程 中 ,二 值 思维 模式 与 中 介 思 维 模式 都 是 不 可 缺失 的 ,因为 无 中 
介 的 精确 性 与 有 中 介 的 模糊 性 都 是 客观 存在 的 . 

冯 。 诸 依 坚 认 为 :“ 数 学 家 们 在 开始 创造 性 工作 时 ,常常 会 受到 两 种 截然 不 同 
的 推动 力 :第 一 种 去 为 现存 的 数学 大 厦 添 砖 加 瓦 , 只 要 能 做 出 未 被 解决 过 的 问题 ， 
很 快 就 能 得 到 人 们 的 承认 ;第 二 种 希望 指出 新 的 路 径 , 创 造 出 新 理论 ,当然 后 者 是 
一 种 更 加 冒险 的 事业 ,因为 评判 其 价值 或 成 就 只 能 留待 后 人 . ”2 

我 们 提倡 学 术 和 争论 ,但 应 力求 遵循 一 些 原 则 ,尤其 是 涉及 传统 观念 与 原始 创新 
观念 之 间 的 争论 , 尤 应 重视 这 些 规则 : 


斯， 乌拉 姆 . 约翰 。 汉 “ 诺 依 曼 传 .上海 :上 海 科学 技术 出 版 社 ,1982. 
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(1) 尊 重 传统 但 切 不 可 永远 定 势 在 传统 层面 上 . 

(2) 乐 于 迎新 ,拥抱 原始 创新 ,但 原始 创新 绝 不 是 胡思乱想 地 去 标新立异 . 

(3) 必 须 仔 细 全 面 地 了 解 和 研究 争论 对 方 的 观点 .内 容 和 方法 之 后 ,不 可 仅 知 
对 方 工 作 之 一 二 甚或 一 知 半 解 就 去 批评 对 方 ， 

唯 有 遵循 这 些 原则 的 学 术 争 论 才 有 益 于 学 术 事业 的 发 展 ,否则 对 于 学 术 研 究 
不 仅 无 益 甚 至 重 蹈 Kronecker 履 办 . 


i 
和 这、 训 
和 
站 
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借 此 书 出 版 之 际 , 有 些 情况 说 明 如 下 : 

(本 )1983 年 以 来 ,我 和 肖 票 安 教授 长 期 合作 研究 ,共同 建立 了 中 介 逻 辑 演 算 
系统 和 中 介 公 理 集合 论 系统 ,在 整个 合作 过 程 中 ,学 术 观 点 一 致 ,互信 互让 ,合作 愉 
快 ,并 由 此 而 结 下 了 终身 不 忘 的 深厚 友谊 . 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 的 研究 过 程 中 ， 
曾 计 划 再 度 共 同 合作 ,但 因 种 种 原因 , 青 度 合作 计划 未 能 实现 . 因而 在 充分 导 重 肖 
奚 安 教授 意见 的 基础 上 ,除了 明确 指出 本 书 2. 1 一 2.4 这 4 区 为 首要 安 教授 所 撰 与 
之 外 ,不 再 联名 出 版 4 数学 无 穷 与 中 介 的 逻辑 基础 ) 一 书 了 . 

CID)Yi Lin( 林 益 ) 成 为 L128] 一 L143j 这 16 篇 系列 论文 之 署名 者 的 情况 说 明 
如 下 :1995 年 7 月 13 一 15 日 ,我 应 邀 出 席 Inaugural Workshop of the International 
Institute for General Systems Studies, 其间 与 Yi Lin 相识 ,但 因 研 究 领 域 不 同 , 此 
后 几 无 联系 . 2007 年 6 月 中 名 ,我 接 到 Yi Lin 的 电话 ,获悉 他 已 来 南京 航空 航天 大 
学 经 济 管理 学 院 访问 讲学 . 其 间 , 他 要 求 与 我 见面 . 叙 谈 中 ,我 言及 2000 年 以 来 一 
直 在 专注 研究 数学 无 穷 之 逻辑 基础 ,以 及 组 建 相关 讨论 班 的 经 过 ,引起 了 Yi Lin 
的 极 大 兴趣 . 应 Yi Lin 的 要 求 ,我 为 他 和 几 位 有 兴趣 的 专家 作 了 多 次 有 关 无 穷 观 
问题 之 研究 的 讲演 . 由 于 相关 研究 结果 与 某 些 传统 观点 有 所 冲突 ,Yi Lin 建议 放弃 
在 传统 数学 杂志 上 发 表 这 批文 章 的 想法 ,并 举例 指出 ,Zadeb 的 模糊 数学 文章 最 初 
也 是 在 信息 与 控制 论 杂 志 上 发 表 的 . Yi Lin 表示 , 他 在 美国 从 事 教学 科研 工作 已 
有 24 个 年 头 , 在 喘 语 水 平 上 可 以 达到 国际 一 流 杂 志 的 要 求 , 他 可 负责 翻译 并 投稿 . 
我 认为 Yi Lin 的 看 法 有 理 , 在 与 研究 中 的 合作 者 杜 国平 . 宫 宁 生 协 商 后 决定 ,为 促 
进 “ 关 于 数学 无 穷 之 逻辑 基础 的 研究 成 果 与 国际 学 术 界 接轨 ”, 同 意 Yi Lin 作为 出 
版 中 的 合作 者 和 文章 的 署名 者 . 2007 年 6 月 20 日 , 甲 方 ( 朱 格 模 、 宫 宁 生 、 杜 国平 ) 
与 乙方 (Yi Lin) 签 署 了 相关 的 合作 协议 ， 

在 这 里 ,让 我 代表 协议 书 甲 方 , 回 林 益 教 授 致 以 衷心 的 感谢 ,因为 他 非常 出 色 
地 完成 了 协议 书 中 的 两 项 承诺 ,其 一 就 是 以 高 水 平 的 英语 翻译 了 甲 方 所 提供 的 16 
篇 ( 即 文献 L128J 一 L143J]) 系 列 文章 ,其 二 是 成 功 地 完成 了 该 16 篇 论文 的 投稿 和 发 
表 任 务 ,特别 是 该 杂志 (Kybernetes: The International Journd of Systems & Cy- 
bemetic ,2008,Vol ,37 Nos 3/4) 能 以 2008 年 第 3、4 两 期 合 刊 一 次 性 刊 出 这 16 篇 
论文 ,实在 是 很 不 容 多 的 一 件 事 ,特别 是 该 淋 志 面向 数学 家 、 计 算 机 科学 家 和 工程 
师 , 而 且 又 是 美国 《数学 评论 》《 计 算 机 文摘 》 等 杂志 的 数据 源 . 后 来 该 16 篇 系列 论 
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文 全 部 由 SCI 收录 . 应 该 说 ,没有 林 益 教授 的 努力 ,我 们 很 难 使 这 16 篇 系列 文章 如 
此 顺利 地 面世 ,并 与 国际 学 术 界 接轨 . 

根据 协议 书 的 约定 和 通讯 作者 的 定义 , 林 益 作为 这 16 篇 论文 的 通讯 作者 ,是 
杂志 和 读者 的 联系 人 . 我 们 认为 林 益 教授 作为 出 版 中 的 合作 者 和 文章 的 署名 者 ， 
按 协议 书 中 的 共识 完成 了 文章 的 翻译 与 出 版 任务 ,在 作为 杂志 与 读者 的 联系 人 这 
种 解释 下 ,他 成 为 这 16 篇 文章 的 通讯 作者 是 合适 的 . 但 其 不 得 在 第 一 作者 不 知情 
的 情况 下 ,擅自 把 自己 标 为 通讯 作者 . 其 次 ,根据 林 益 所 完成 的 工作 ,其 作为 通讯 
作者 ,只 能 解读 为 杂志 和 读者 的 联系 人 ,不 得 用 其 他 任何 方式 重新 解读 . 

我 的 第 一 篇 有 关 数 学 无 穷 之 逻辑 基础 的 研究 论文 于 1956 年 发 表 ( 即 文献 
[92]) ,而 这 16 篇 系列 论文 发 表 之 前 的 最 后 2 篇 有 关 数 学 无 穷 之 逻辑 基础 的 论文 
在 2006 年 发 表 ( 即 文献 L121 与 L[123]j) ,跨度 长 达 半 个 世纪 ,所 以 该 16 篇 系列 论文 
的 完成 全 靠 50 余年 的 积累 , 这 不 是 灵机 一 动 或 者 短 短 几 个 月 时 间 就 能 研究 
出 来 的 . 

半 个 世纪 以 来 ,我 的 兴趣 和 精力 始终 专注 在 数学 基础 这 个 领域 之 中 . 例如 早年 
与 老师 徐 利 治 教授 合作 研究 连续 统 假设 之 不 可 确定 性 , 即 文献 L92] 一 [94]j(1956 人 ~ 
1958) ,又 如 西方 数理 哲学 界 流传 甚 久 的 抛 球 问题 , 即 文献 L103] 一 L105j 和 [109 
(1982 一 1985) 和 无 穷 值 逻辑 与 概括 原则 相 容 与 否 问题 , 即 文献 L186] 与 [187 ] 
(1985 一 1986) ,特别 是 1983 年 以 来 ,我 与 肖 有 要 安 教授 长 期 合作 研究 ,共同 建立 和 发 
展 的 中 介 系 统 即 文献 L1j 一 [87j, 以 及 无 穷 观 问题 的 研究 和 2000 年 以 来 专注 研究 
数学 无 穷 之 逻辑 基础 即 文献 192] 一 L144 等 ,全 都 归属 于 数学 基础 领域 . 这 足以 说 
明 我 的 兴趣 所 在 ,同时 也 反映 了 我 思考 问题 只 会 跟着 兴趣 和 问题 走 , 并 视 其 为 治学 
和 修身 的 第 一 要 素 . 我 有 四 铝 话 被 收录 在 文献 L197 中 ,其 中 有 一 句 话说 :“ 做 人 的 
原则 是 :人 品 第 一 ,学 问 第 二 .” 

本 人 于 2004 年 退休 ,其 后 我 终 能 全 身心 地 去 想 .去 做 .去 讲 我 最 有 兴趣 的 东 
西 , 作 为 八 旬 老人 ,我 仍 在 努力 工作 ,我 一 定 会 做 到 “生命 不 息 , 奋 斗 不 止 ”. 让 我 们 
记 住 莎士比亚 的 名 言 :“ 放 弃 时 间 的 人 ,也 会 被 时 间 放 弃 . ” 愿 与 读者 以 此 共勉 . 

最 后 ,我 还 想 说 几 句 长 期 思考 基础 问题 之 后 的 感悟 之 言 , 以 供 读 者 和 有 志 介 入 
基础 领域 研究 工作 的 青年 学 者 参考 . 这 就 是 :首先 ,思维 永远 定 势 在 传统 层面 上 的 
人 不 宜 从 事 基 础 理论 研究 ,其 中 道理 可 谓 不 言 自明 ;其 次 ,任何 一 位 从 事 基础 理论 
的 研究 者 ,所 必须 具备 的 心理 素质 ,至 少 有 如 下 4 点 : 

(1) 勇 于 直面 失败 和 勇于 承受 失败 的 压力 ,因为 基础 研究 风险 大 . 

(2) 充 分 做 好 长 时 间 投 入 和 艰辛 探索 的 思想 准备 ,彻底 远离 急功近利 的 不 
良心 态 . 

(3) 善 于 在 极端 孤独 和 被 人 误解 指责 的 环境 中 充满 自信 ,时 时 牢记 “人 不 自信 
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谁 信之 ”的 古训 . 

(4) 勇 于 追求 真理 并 为 真理 奋斗 不 懈 . 

在 这 里 ,我 要 向 我 的 两 位 老 友 王建 东 教授 和 罗 亮 生 教 授 , 还 有 美国 国家 能 源 技 
术 实 验 室 首席 科学 家 王 从 上 峻 博士 .科学 出 版 社 的 罗 吉 编辑 .我 的 两 位 博士 生 徐 敏 博 
士 和 洪 龙 教授 一 并 表示 衷心 感谢 ! 他 们 对 于 本 书 的 撰写 和 出 版 都 给 予 了 大 量 的 诚 
再 的 帮助 ,付出 了 诸多 辛勤 劳动 . 

衷心 感谢 中 山大 学 鞠 实 儿 教授 以 及 逻辑 与 认 知 研究 所 的 朋友 们 ,因为 他 们 十 
年 如 一 日 地 关心 和 支持 着 数学 无 穷 与 中 介 系 统 之 逻辑 基础 的 研究 和 发 展 ,而 这 也 
正 是 本 书 的 两 个 核心 内 容 . 

我 还 要 向 正在 抱 病 撰写 本 人 传记 的 李 绪 鞭 博士 致谢 . 本 世纪 初 李 绪 蓉 拥 有 一 
本 《项 雷 放 光 朱 梧 模 》( 刘 宇 飞 ,1991) ,该 书 是 《中 外 数学 家 传奇 ) 从 书 之 一 ,她 在 细 
读 该 书 之 余 萌 发 了 写 《 朱 梧 模 传 ) 的 念头 ,我 曾 多 次 劝阻 ,但 她 很 固执 ,后 来 竟 视 作 
愿 为 此 而 奋斗 的 事业 . 因此 我 也 更 加 不 敢 懈 仍 ,必须 在 修身 和 治学 这 两 个 方面 继续 
修炼 自己 ,以 使 自己 不 致 事 负 了 这 种 精神 . 最 后 ,让 我 衷心 感谢 我 的 妻子 胡 月 琴 , 她 
对 我 事业 上 的 支持 和 鼓励 数 十 年 如 一 日 . 婚 后 30 多 年 来 ,她 为 了 我 们 这 个 家 一 直 
很 辛苦 . 


朱 格 模 
2011 年 12 月 于 南京 江宁 揽 染 苑 富 所 
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